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Eloszo

Ez a jegyzet simitéeljarasokkal (pl. LOESS), a spline-okkal, és azok regressziéban
torténd felhasznédlasaval, valamint altalaban az additiv modellekkel foglalkozik.

Ajanlott irodalom: Simon N. Wood: Generalized Additive Models: an intro-
duction with R (Chapman & Hall/CRC, Texts in Statistical Science sorozat, 2.
kiadas, ISBN 9781498728331, 2017).

A jegyzettel kapcsolatban minden visszajelzést, véleményt, kritikat a lehetd
legnagyobb ¢rommel veszek a tamas.ferenci@medstat.hu email-cimen.

A jegyzet weboldala (oktatési segédanyagokkal, technikai informécidkkal, egyben
letolthet6 kédokkal) a https://github.com/tamas-ferenci/FerenciTamas_ Simit
asSplineRegresszioAdditivModellek cimen érhet6 el.


tamas.ferenci@medstat.hu
https://github.com/tamas-ferenci/FerenciTamas_SimitasSplineRegresszioAdditivModellek
https://github.com/tamas-ferenci/FerenciTamas_SimitasSplineRegresszioAdditivModellek
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1. fejezet

A LOESS simito

Ehhez az anyaghoz csak a data.table és a ggplot2 konyvtarakra lesz sziiksé-
giink (illetve beallitjuk a véletlenszdm-generator seed-jét! a reprodukalhatésig
kedvéért):

library(data.table)

library(ggplot2)

set.seed (1)

1.1 Motivacio

Els6 1épésben elckészitiink egy demonstracios adatbazist. Szimulalt adatokat

fogunk haszndlni (zajos szinusz), igy mi is tudni fogjuk, hogy mi az ,igazsdg”, a

valédi fliggvény amibdl a pontok jottek:

n <- 101

SimData <- data.table( (1:n) + rnorm(n, 0, 0.1))

SimData$y <- sin(SimData$x/n*(2*pi))

SimData$yobs <- SimData$y + rnorm(n, 0, 0.2)

p <- ggplot(SimData, aes( X, yobs)) + geom_point() +
geom_line(aes( y), "orange", 1)

P

1A véletlenszam-generatort hasznalé kédok eredménye szitkségképp el fog térni barmely két
futtatas kozott, igy példaul az is el fog térni egymdéstél ami itt lathatd, és amit valaki kap,
ha lefuttatja ugyanezt a kodot. Hogy ezt kikiiszoboljik, és az olvasé pontosan ugyanazt az
eredményt kapja, érdemes a seed-et bedllitani: ezt kdvetéen a pontosan ugyanigy lefuttatott
kod ugyanazt az eredményt kell, hogy adja. (Természetesen a véletlenszam-generdlasnal kapott
szamok tovabbra is véletlenek lesznek — amennyire eredetileg is azok.. — de ugyanabban a
sorrendben fognak jonni.)
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Paraméteres gorbeillesztésnél fel kell tételezniink egy fiiggvényformat (ti. ami a
pontok mogott van a valésdgban). Példaul, hogy linedris:

p + geom_smooth( y~X, "lm", FALSE)
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0.0-

yobs
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1.2. A LOESS SIMITO ALAPGONDOLATA 9

Ez az 4dbra jél mutatja ennek a f6 probléméjat: hogy ezt a feltételezést el is
ronthatjuk! Természetesen vannak diagnosztikai eszkézok ennek felderitésére,
példaul megnézhetjiik a reziduumokat az = fliggvényében, ami a fenti esetben
nagyon csunyan fog kinézni, és ez alapjan kereshetiink jobb figgvényformat, de
gyokerestiil csak az oldja meg a problémat, ha olyan moédszert taldlnank, ami a
nélkiil miikodik, hogy egyaltalan fel kelljen tételeznie — barmilyen — fliggvény-
formét. Ezt valdsitjdk meg a simitdsi eljardsok. (Lényegében nemparaméteres
regressziordl van sz9.)

Annak az elénynek, hogy nem kell ilyen feltételezéssel élntink (és igy azt el
sem ronthatjuk), természetesen dra van: kevésbé hatdsosan becsiilhet, mint
a paraméteres illesztés, nincsenek szadmszer(i paramétereink (aminek esetleg
targyteriileti interpretdciot lehet adni), csak ,abrat tudunk rajzolni”, és végezetiil
extrapolacié sem lehetséges, legalabbis nem trividlisan.

1.2 A LOESS simit6 alapgondolata

Az egyik legnépszeriibb megoldas a LOESS (locally weighted scatterplot smooth-
ing, néha LOWESS, vagy Savitzky—Golay sz{ir6), melynek alapgondolata, hogy
végigmegy az x-valtozo relevans tartomanyan, és minden értékre meghatarozza a
pontfelhé ottani, tehat lokélis kozelitését, egy polinomalis regressziébol. Utana
az egész simitast ezekbol a darabkakbol épiti fel.

Legyen példaul a vizsgdlt érték a 23.5:
p + geom_vline( 23.5, "red")
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1.3 Lokalitas

A lokalitast két eszkozzel érjiik el. Az egyik, hogy nem hasznaljuk az Gsszes
pontot, csak a vizsgalt értékhez legkozelebb esé a hanyaddt (ha ez nem egész
lenne, akkor fels§ egészrészt vesziink); ezt a paramétert szoktdk span-nek is
nevezni. Példaul, ha ez 75%, akkor a tdvolsdg ameddig figyelembe vessziik a
pontokat:

span <- 0.75
n*span

## [1] 75.75

ceiling(n*span)

## [11 76
sort (abs(SimData$x-23.5)) [ceiling(n*span)]

## [1] 52.52914

A masik eszkoz, hogy még a megtartott pontokon beliil is silyozunk: minél
tdvolabb esik egy pont a vizsgalt értéktdl annal kisebb lesz a stlya. Altaldban a
trikubikus sulyfiiggvényt hasznaljuk:

tricube <- function(u, t) ifelse(u<t, (1-(u/t)~3)"3, 0)

curve (tricube(x, 2), 3)
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(A fenti definicidval természetesen a kétféle 1épés egyiitt van benne a tricube
fliggvényben.)

A felhasznalt pontok:
SimData$w <- tricube(abs(SimData$x-23.5), sort(abs(SimData$x-23.5)) [ceiling(n*span)])

ggplot(SimData, aes( X, yobs, w>0)) + geom_point ()
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A silyozas:

ggplot(SimData, aes(x = x, y = yobs, color = w)) + geom_point()
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1.4 Polinomialis regresszio

A lesziikitett és atsulyozott ponthalmazra — ezt most tehat egyben tartalmazza
a w — egy polinomalis regressziét illesztiink.

Legegyszeriibb esetben ez linearis regresszié:

fit <- lm(yobs ~ x, weights = w, data = SimData)

p + geom_vline(xintercept = 23.5, color = "red") +
geom_abline(intercept = coef(fit) [1], slope = coef(fit)[2])
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yobs

Az illesztett regresszionak azt a pontjat vessziik ki, ami a vizsgalt érték volt! Az
elobbi példat folytatvas:

p + geom_abline( coef (fit) [1], coef (fit) [2]) +
geom_vline( 23.5, "red") +
geom_point ( 23.5, predict(fit, data.table( 23.5)), "red")
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A dolgot automatizalhatjuk is:
loessfun <- function(xin, x, yobs, span) {
n <- length(x)
w <- tricube(abs(x-xin), sort(abs(x-xin)) [ceiling(n*span)])

fit <- lm(yobs ~ x, W)
predict(fit, data.table( xin))
+
p + geom_vline( 23.5, "red") +

geom_point ( 23.5, loessfun(23.5, SimData$x, SimData$yobs, 0.75),

llredll)
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Ezt hasznalva természetesen kényelmesen kiszamithatjuk ezt barmely mas értékre
is:
p + geom_vline( 48.3, "red") +
geom_point( 48.3, loessfun(48.3, SimData$x, SimData$yobs, 0.75),

"red")



16

yobs

yobs

1. FEJEZET. A LOESS SIMITO
[ ]
[ )
1.0- L] - Q’
o' ” * \Q
o ® ®
) [ )
. ® [ ) °
oo A
[ ]
0.5- Ly A b4
[ ] L]
L[4 (] N}
y ° (X 4 0.
00- \ o °
L e o0 )
o ( ]
. . O
-0.5 0o’ o o o °
° °
a (] o600
%o
sop. & e e
-1.0- a1
[ )
[ )
Y [ )
0 25 50 75 100
X
+ geom_vline( 91.2, "red") +
geom_point( 91.2, loessfun(91.2, SimData$x, SimData$yobs, 0.75),
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1.5 Osszerakva az épitGelemeket: lokalis polino-
mialis regressziokkal kozelités
Innen mar értelemszerii a kovetkezo 1épés, szamitsuk ki ezeket a simitott értékeket

az x relevans tartomanyanak minden pontjara:

SmoothData <- data.table( seq(0, 101, 0.1))

SmoothData$value <- apply(SmoothData, 1, function(sm)
loessfun(sm["x"], SimData$x, SimData$yobs, 0.75))

p + geom_line( SmoothData, aes( X, value), "red")

1.0-

0.5~

yobs
o
o

-0.5-

-1.0-

Ez lesz a LOESS simités!

Min mulott az eredmény? Két paramétert hasznaltunk: azt, hogy a pontok
mekkora hanyadat tartjuk meg, és azt, hogy hanyadfoki polinomot illesztettiink.
A fenti példédban ezek o = 0,75 és p = 1. (Természetesen a stlyozofiggvény a
harmadik paraméter, de azt most végig rogzitettnek fogjuk tekinteni.)

1.6 A paraméterek megvalasztasanak hatasa: lo-
kalitas
Kézenfekvé a kérdés, hogy vajon a simitasra hogyan hatnak ezek a paraméterek

(anndl is inkdbb, mert a fenti simitds nem néz ki tul biztatéan!). Kezdjik a
lokalitast szabalyzé a paraméter hatasaval:
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SmoothData <- CJ( seq(0, 101, 0.5), c(2/n+1e-10, 0.25, 0.5, 0.75, 1))
SmoothData$value <- apply(SmoothData, 1, function(sm)
loessfun(sm["x"], SimData$x, SimData$yobs, sm["span'"]))

p + geom_line( SmoothData[span’in¥%c(0.25, 0.5, 0.75)],
aes( X, value, factor(span)))

1.0-

0.5-
factor(span)

2 0.25

0.0-
g — 05

0.75
_05 -
_10 -

0 25 50 75 100

Még szemléletesebb, ha megnézziik a két széls6 értéket is. Ha minden pontot
figyelembe vesziink (nincs lokalitds):

p + geom_line( SmoothData[span==1], aes( X, value), "red")
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Ha semennyi pontot nem vesziink figyelembe, a legkozelebbi ketté kivételével
értelemszertien, hogy legyen mire illeszteni a gorbét (teljes lokalités):

p + geom_line( SmoothData[span==2/n+1e-10], aes( X, value), "red")
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yobs
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Az els6 esetet szoktak gy hivni, hogy tulsimitas, a masodikat tgy, hogy alul-
simitds. Vajon hogyan tudjuk a simitasi paraméter (ennél a médszernél az «)
értékét optimdlisan megvélasztani?

1.7 A paraméterek megvalasztasanak hatasa: a
polinom fokszama

Miel6tt az elébbi kérdésre valaszolunk, meg kell nézni még egy kérdést, mert
vissza fog hatni a vilaszra: az illesztett polinom p fokszamat. Vajon mi torténik,
ha linearis regresszié helyett magasabb fokszamu polinomot haszndlunk?

1.7.1 Kitéro: polinomialis regresszio illesztésének szintak-
tikaja R alatt

Erdemes kitérni arra a kérdésre, hogy a polinomidlis regressziét hogyan kell R
alatt specifikdlni (az 1lm-nek megadni).

A dolognak van ugyanis egy szintaktikai triitkkje. Az ugyanis, ami a legkézenfek-
vObbnek tlinne, nem miikodik:

Im(y ~ x + x72, SimData)

##

## Call:

## lm(formula = y ~ x + x”2, data = SimData)
##

## Coefficients:

## (Intercept) X

## 0.96485 -0.01892

A probléma oka, hogy az 1m formula interfészében a miiveleti jelek specialisan
viselkednek. A ~ mem a hatvanyozas jele, hanem interakciot specifikdl, azaz az
(x+y) "2 ugyanaz mint az x+y+x:y, viszont egy tagnal nincs mivel interakciét
képezni (az x:x nem az x sajat magdval vett szorzata lesz, ami nekiink j6 lenne,
hanem siman x!), {gy az x~2 ugyanaz lesz mint az x.

A megoldast az I() fliggvény jelenti, ami azt mondja az R-nek, hogy a beleirt
kifejezésben szereplé operatorokat a szokéasos aritmetikai értelemmel értékelje ki:

In(y ~ x + I(x72), SimData)

##

## Call:

## Im(formula = y ~ x + I(x72), data = SimData)
#i#

## Coefficients:
## (Intercept) X I(x"2)
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#it 1.014e+00 -2.178e-02 2.806e-05

Ez mar miikédik, de eljarhatunk egyszeriibben is, a poly fiiggvény ugyanis pont
erre szolgal:

Im(y ~ poly(x, 2), SimData)

##

## Call:

## 1m(formula = y ~ poly(x, 2), data = SimData)
#i#t

## Coefficients:
## (Intercept) poly(x, 2)1 poly(x, 2)2
## -0.0001279 -5.5423654 0.2142741

Latszolag mast kaptunk, de valéjdban csak a parametrizadlasban van eltérés, a
predikcidk azonosak:

predict(lm(y ~ x + I(x72), SimData), data.table( 43.9))
## 1
## 0.1119441
predict(lm(y ~ poly(x, 2), SimData), data.table( 43.9))
## 1

## 0.1119441

A magyardzat, hogy a poly alapjaraton ortogonalizdlja a tagokat (azaz olyan
masodfokil polinomot szolgéltat, melynek elemei korreldlatlanok egyméssal).
Nézziik is meg, a kapott vektorok csakugyan ortogonalisak, s6t, sortonormaltak:

t(cbind(1, poly(SimData$x, 3)))%*kcbind(1l, poly(SimData$x, 3))

#it 1 2 3
#it 1.010000e+02 2.498002e-16 2.720046e-15 -2.775558e-17

1 2.498002e-16 1.000000e+00 -2.706169e-16 -5.551116e-17
## 2 2.720046e-15 -2.706169e-16 1.000000e+00 -1.457168e-16
## 3 -2.775558e-17 -5.551115e-17 -1.457168e-16 1.000000e+00

Ha szeretnénk, ezt kikapcsolhatjuk, és akkor visszakapjuk a kézel l1étrehozott
eredményt:

Im(y ~ poly(x, 2, TRUE), SimData)

##

## Call:

## 1m(formula = y ~ poly(x, 2, raw = TRUE), data = SimData)

#it

## Coefficients:

#it (Intercept) poly(x, 2, raw = TRUE)1 poly(x, 2, raw = TRUE)2
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## 1.014e+00 -2.178e-02 2.806e-
05

Az alapértelmezett persze nem véletlentil az, ami: az ortogondlis polinomok becs-
lése sokkal jobb numerikus szempontbél. Példaul a modellmétrix kondiciészamat
nézve:

kappa(cbind(1, poly(SimData$x, 3)), TRUE)

## [1] 10.04988
kappa(cbind(1, poly(SimData$x, 3, TRUE)) , TRUE)

## [1] 1651776

A poly hasznalata nem csak elegdnsabb és numerikusan szerencsésebb, de jéval
kényelmesebb is (gondoljunk bele mi volna, ha véletleniil tizedfokd polinomot
akarnank specifikdlni, vagy valtozo lenne, hogy hdnyadfokd polinomrdl van sz6).

1.7.2 Polinom fokszamanak valtoztatasa

Most mar kénnyedén megoldhatjuk, hogy a fokszam is valtoztathato legyen:

loessfun <- function(xin, x, yobs, span, degree) {
n <- length(x)
w <- tricube(abs(x-xin), sort(abs(x-xin)) [ceiling(n*span)])
fit <- lm(yobs ~ poly(x, degree), W)
predict(fit, data.table( xin))
}

Ezt hasznalva immar kiillonb6z6 fokszamokkal és simitasi paraméterrel is probal-
kozhatunk:

SmoothData <- CJ( seq(0, 101, 0.5), c(1, 2), (5:99)/100)
SmoothData$value <- apply(SmoothData, 1, function(sm)
loessfun(sm["x"], SimData$x, SimData$yobs, sm["span"], sm["degree"]))
p + geom_line( SmoothData[span%in%c(0.25, 0.5, 0.75)],
aes( X, value, factor(span))) + facet_grid( vars (de
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Egy nagyon fontos dolgot latunk: ha attériink a masodfoku polinom hasznalatéra,
akkor gyakorlatilag a simitasi paramétertél fiiggetleniil szinte tokéletes simitdst
kapunk!

1.8 A paraméterek megvalasztasa

Adja magat a kérdés, hogy a paramétereket hogyan valaszthatjuk meg egy valédi
helyzetben (értsd: ahol mi sem tudjuk mi az igazi fliggvény).

Itt most csak az érzékeltetés kedvéért mutatunk meg egy nagyon egyszerii mod-
szert (megjegyezve, hogy ennél okosabban is el lehet jarni, de ez is szemléltetni
fogja, hogy a probléma kezelhetd).

Amit meg fogunk nézni az lényegében egy hold-out set validacié. A simitds
josagat azzal fogjuk mérni, hogy a simitogorbe és a pontok kézott mekkora a
négyzetes eltérésosszeg. Ennek minimalizdlasa természetesen mindig alulsimitott
megoldést eredményezne, hiszen ez a célfiiggvény nulldba is vihets. Eppen
ezért cselesebben jarunk el: a pontokat véletlenszertien két részre osztjuk, az
egyik alapjan hatdrozzuk meg a simitégorbét (tanitéhalmaz), de a hibat a
mésik halmazon (teszthalmaz) mérjiik le! Igy ha elkezdiink tdlsimitani, akkor a
tanitéhalmazon ugyan csokken a hiba, de a teszthalmazon elkezd néni. Azt a
simitast valasztjuk tehat, ami a teszthalmazon mért hibat minimalizalja.

SimData$train <- FALSE
SimData$train[sample(1:101, 80)] <- TRUE
ggplot(SimData, aes( X, yobs, train)) + geom_point()
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geom_line(aes(y = y), color = "orange", lwd = 1)
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Nézziik meg hogyan alakul a hiba a simitasi paraméter valtoztatasaval, ha az
Osszes pontra illesztiink (az egyszeriliség kedvéért a fokszdm legyen fixen 1, tehét
csak az o hatasat vizsgaljuk — a fokszdm, vagy barmilyen mas paraméter ugyanigy
lenne kezelhetd):

SmoothData2 <- merge(SimData, CJ(x = unique(SimData$x), degree = 1, span = (3:99)/100)
SmoothData2$value <- apply(SmoothData2, 1, function(sm)
loessfun(sm["x"], SimData$x, SimData$yobs, sm["span"], sm["degree"]))

ggplot (SmoothData2[, .(SSE = sum((value-yobs)~2)) , .(span)],
aes(x = span, y = SSE)) + geom_line()
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Ahogy vartuk, a hiba folyamatosan cstkken, az alulsimitott megoldés tiinik a
legjobbnak. J6l lathaté, hogy az alulsimitas a tililleszkedés analdg fogalmal

Most vessiik be a tritkkot: csak a tanitéhalmazra illesztiink, mikézben a teszt-
halmazon mérjiik a hibat. Ime az eredmény:

SmoothData3 <- merge(SimData[train==FALSE], CJ( unique(SimData[train==FALSE] $x), 1,
(3:99)/100), "x")
SmoothData3$value <- apply(SmoothData3, 1, function(sm)
loessfun(sm["x"], SimData[train==TRUE]$x, SimData[train==TRUE]$yobs, sm["span"], sm["degree"]))
ggplot (SmoothData3[, .( sum((value-yobs)~2)) , .(span)], aes( span, SSE)) +
geom_line ()
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Pontosan a varakozasainknak megfelelGen igy mér szép, értelmes optimum van:
mind a til-, mind az alulsimitast észre tudjuk venni ezzel a validacioval.

Az optimélis simitasi paraméter értéke szamszeriien is meghatarozhato:

optspan <- SmoothData3[, .( sum( (value-yobs)~2)) , .(span)][order(SSE)][1]
optspan
## span SSE

## 1: 0.21 0.9498537

A simfités ezzel:

p + geom_line( SmoothData[span==optspan$span&degree==1],
aes( X, value), "red")
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2. fejezet

Spline fogalma, linearis
regressziotol a
spline-regresszidig

2.1 A regresszio

A regresszi6 legtobb alkalmazott statisztikai tertilet taldn legfontosabb eszkoze
Regresszié: valtozok kozti kapesolat (illetve annak becslése minta alapjan)

»2Kapcsolat” formalizaldsa: fliggvény a matematikai fogalmaval, tehat keressiik
az

Y =f(X, X5, X,) +2 = f(X)
fliggvényt

(Y eredményvaltoz6, X,-k a magyaraz6 valtozok)

2.2 Regresszio becslése mintabdl

Paraméteres regresszio: ha a priori feltételezziik, hogy az f fliggvény va-
lamilyen — paraméterek erejéig meghatirozott — fuggvényformdju (az ,alakja”
ismert), és igy a feladat e paraméterek becslésére redukalédik

Tipikus példa a linedris regresszié: f(X) = By + 51Xy + o Xo +... + 8,X, =
X8, fgy Y = XTB+ ¢

Ha rendelkezésre dllnak az {y;, xi}?:1 megfigyeléseink a hattéreloszlasra, akkor
e mintabdl megbecsiilhetjiik a paramétereket példaul hagyomanyos legkisebb

29
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négyzetek (OLS) moédszerével:

= arg min Z XTb =Y — Xb|?

Itt tehat X az a matrix, amiben a magyarazé valtozok elé egy csupa 1 oszlopot
szurtunk, a neve modellmatrix vagy design matrix

2.3 Paraméteres és nem-paraméteres regresszio

De cserében mindig ott lebeg felettiink a kérdés, hogy a fiiggvényformara jo fel-
tételezést tettiink-e (hiszen ez nem az adatokbdl kovetkezik, ezt ,réer8szakoljuk”
az adatokra)

(Persze ezért van a modelldiagnosztika)

A nem-paraméteres regresszié flexibilis, olyan értelemben, hogy minden a priori
megkotés nélkiil koveti azt, ami az adatokbdl kovetkezik (a valdsdg ritkan
linedris?)

Cserében nehezebb becsiilni, és nem kapunk analitikus — j6 esetben valamire
hasznosithaté — regressziés fiiggvényt, nem lehet értelmesen interpoldlni és
extrapoldlni (,fordul a kocka” a paraméteres esethez képest)

2.4 A linearis regresszioé kibovitése, nemlineari-
tasok

Maradva a paraméteres keretben, arra azért méd van, hogy a figgvényformat
kib6vitsiik (és igy flexibilisebbé tegyiik)

Ezzel a kiilonféle nemlinearis regressziokhoz jutunk el
E nemlinearitasoknak két alaptipusa van

o Viltozéjdban nemlinedris modell (pl. By + 8,7 + Byx?): csak a sz6 ,mate-
matikai értelmében” nemlinedris, ugyantgy becsiilheté6 OLS-sel

e Paraméterében nemlinedris modell (pl. 5033? 11‘2 ): felriigja a linedris struk-

tarat, igy érdemileg mas, csak linearizalds utan, vagy NLS-sel becsiilhetd
Mi most az elsé esettel fogunk foglalkozni

Az itt latott ,polinomialis regresszi6” valéban nagyon gyakori modszer a flexibi-
litds novelésére
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2.5 Egy példa

Tekintstink most egy masik példat, egy zajos masodfoku fiiggvényt, kevesebb
pontbol:

n <- 20
x <- runif(an, 0, 10)
xgrid <- seq(0, 10, 100)

ygrid <- xgrid~2
yobs <- x72 + rnorm(n, 0, 5)
SimData <- data.frame(x, xgrid, ygrid, yobs)

p <- ggplot(SimData) + geom_point (aes( X, yobs)) +

geom_line(aes( xgrid, ygrid), "orange", 1)
p
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2.6 Regresszié otodfoka polinommal

fits <- 1lm(yobs ~ poly(x, 5), SimData)
p + geom_line( data.frame(xgrid, predict(fit5, data.frame(
aes( xgrid, pred))

xgrid))),
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2.7 Mobdositas

Mondjuk, hogy nagyobb flexibilitasra vagyunk

o Példaul figyelembe akarjuk venni, hogy ez nem tiinik teljesen linearisnak,
vagy meg akarjuk ragadni a finomabb tendencidkat is

Emeljiik a polinom fokszdmat (ez nyilvan noveli a flexibilitast, hiszen a kisebb
fokszam nyilvan specidlis eset lesz), példaul 10-re

Szokds azt mondani, hogy a rang 5 illetve 10 (a polinom fokszdma, a becsiilend
paraméterek szama nyilvan egyezik a modellméatrix rangjaval, de ez a fogalom
kés6bb, amikor nem is polinomunk van, akkor is haszndlhatd)

2.8 Regresszio tizedfoku polinommal

fit10 <- I1m(yobs ~ poly(x, 10), SimData)
p + geom_line( data.frame(xgrid, predict(£it10, data.frame( xgrid))),
aes( xgrid, pred))
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2.9 Mi a jelenség oka?

Szokés azt mondani, hogy tulilleszkedés, ami persze igaz is, de itt tobbrdl van
sz0

A polinomok elsésorban lokdlisan tudnak jol kozeliteni (a Taylor-sorfejtéses
érvelés miatt), de nekiink arra lenne sziikségiink, hogy globdlisan jol viselkedd
figgvényformat talaljunk

Pedig a polinomokat amugy szeretjiik, tobbek kozott azért is, mert szép sima gor-
bét frnak le (matematikai értelemben véve a simasdgot: végtelenszer folytonosan
derivilhatéak, C'*°-beliek)

Mi lehet akkor a megoldas?

2.10 Mi lehet a megoldas?

Egy lehetséges megkozelités: ,0sszerakjuk a globalisat tobb lokalisbo6l”

Azaz szakaszokra bontjuk a teljes intervallumot, és mindegyiket kulon-kilon
polinommal igyeksziink modellezni

Igy prébaljuk kombindlni a két médszer elényeit

Persze a szakaszosan definidlt polinomok énmagdban még nem jok: a szakasz-
hatdrokon taldlkozniuk kell (e taldlkozépontok neve: knot, ,csomépont”, a
szamukat ¢ — 2-val jeloljiik, a pozicidjukat a}-vel)
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S6t, ha a simasagi tulajdonsidgokat is at akarjuk vinni, akkor az érintkezési
pontokban a derivaltaknak (magasabbrendiieknek is) is egyezniiik kell

Ha p-edfoku polinomokat hasznalunk, akkor az elsé p — 1 derivalt — és persze a
fiiggvényérték — egyezését kell kikotniink a knot-okban (és esetleg még valamit a
végpontokra)

Ez igy mar j6 konstrukcié lesz, a neve: spline

2.11 Természetes kobos spline

(Azért kobos, mert harmadfokiak a polinomok, és azért természetes, mert azt
kotottiik ki, hogy a végpontokban nulla legyen a masodik derivalt)

0.8

0.6
|
o

0.4

0.2

0.0

2.1. abra: Természetes kobos spline

2.12 A példa regresszidja természetes kobos
spline-nal

fitSpline <- lm(yobs ~ splines::ns(x, 10), SimData)
p + geom_line( data.frame(xgrid, predict(fitSpline, data.frame(
aes( xgrid, pred))

xgrid)
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p + geom_line( rbind(data.frame( "0tédfokd polinom",
predict(fit5, data.frame( xgrid)), xgrid),
data.frame( "Tizedfokd polinom",
predict(£it10, data.frame( xgrid)), xgrid),
data.frame( "Spline",
predict(fitSpline, data.frame( xgrid)),
xgrid)),

aes( xgrid, pred, type)) + labs( ")
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2.14 A spline-regresszio ereje

Nem csak az a j6, hogy szépen illeszkedik (tulajdonképpen még anndl is jobban,
mint a tizedfokd polinom, még ott is, ahol az jél illeszkedik amugy)

..hanem, hogy — most mar elarulhatom — ez is ugyanigy 10 rangu mint a tizedfoka
polinom!

Mégis: nyoma nincs tulilleszkedésnek



3. fejezet

Spline-regresszié becslése
bazisfuggvényekkel,
penalizaltan

3.1 Bazisfiiggvényekkel feliras

3.1.1 Hogyan becsiiljiikk meg a spline-regressziot?

Amirdl nem beszéltiink eddig: ez mind szép, de hogyan tudunk ténylegesen is
megbecsiilni egy ilyen spline-regressziot?

Ehhez visszaléplink par 1épést, és bevezetiink egy elso kicsit absztraktnak ting,
de késébb rendkiviil j6 szolgdlatot tevé megkozelitést

Bar a célunk a spline-regresszié becslésének a megoldéasa, de a dolog — értelem-
szerlien — alkalmazhaté polinomiélis regressziora is (legfeljebb nincs sok értelme,
mert az hagyoményos mddszerekkel is jol kézbentarthatd), tgyhogy elészor azon
fogjuk illusztralni

3.1.2 Polinomok tere mint fiiggvénytér
A maésodfokt polinomok — mint fiiggvények — Osszessége fliggvényteret alkot

Ez egy olyan vektortér, aminek az elemei a fiiggvények, a skalarok a valés szamok,
a két miivelet pedig

o Skaldrral szorzas: (cf) (z) = cf ()

o Vektorok (azaz fuggvények) Osszeaddsa: (f + g) (x) = f(x) + g (x), tehat
pontonkénti Osszeadas

37
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Belathaté, hogy ez teljesiti a vektortéraxiomakat, mert zart a két mivelet-
re (mésodfokd polinomok 6sszege mésodfoki polinom és méasodfokd polinom
konstansszorosa masodfoku polinom), illetve az Gsszeaddsra nézve kommutativ
csoport, a szorzas és az Osszeadas mindkét irdnybdl disztributiv, van egységelem
szorzasra nézve és a skalarszorzas valamint a valos szamok szorzasa kompatibilis

3.1.3 Polinomok terének bazisa
Szuper, de mindez mire j67

Ha vektortér, akkor létezik bazisa, azaz olyan vektorok halmaza, melyekbdl line-
aris kombindciéval minden vektor — egyértelmiien — eléallithat6 (bazis: linedrisan
fiiggetlen generdtorrendszer)

A bézis nem feltétleniil egyértelmii, de az elemszama igen, ez a vektortér di-
menzigja

Példaul a masodfoku polinomok jé bazisa {1, x,xz}, nyilvanvald, hogy ebbél
tényleg minden ax?+bx+c méasodfoki polinom eldallithaté linearis kombinaciéval
(trividlisan, a silyok ¢, b és a)

Fuggvényterek esetében a bazis elemeit bazisfiiggvényeknek is szokas nevezni,
az { 1, z, x2} tehat a masodfokd polinomok bazisfiggvényei

3.1.4 A polinomok terének dimenzidja

Mivel mutattunk egy konkrét bézist, igy a dimenzié nyilvan 3, de a kés6bbiek
szempontjabol jol jon egy masik mddszer is

Azzal, hogy az ax?+bx+c polinomot megfeleltettiik az (a, b, ¢) valés szimharmas-
nak, a polinomok tere és a valés szamharmasok tere (az R?) kézott létesitettiink
egy izomorfizmust (a leképezés miivelettarté és kolcsonosen egyértelmii)

Emiatt a polinomok terének ugyanaz a dimenziéja, mint az R3-nak, ami viszont
természetesen 3

Ez a médszer altalaban is hasznalhaté: a dimenzi6 a felirashoz sziikséges para-
méterek szama (feltéve, hogy ezek valds szdmok, valamint mindegyikhez tartozik
egy polinom és viszont)

3.1.5 Spline-ok fiiggvénytere
Mindez a spline-okra is igaz!

Erthets: minden pontban két polinomot adunk dssze, vagy polinomot szorzunk
skaldrral, az eredmény polinom (mdr lattuk) — igy tud spline adott pontja lenni!

Azaz: spline-okat is el6 tudunk allitani bazisfiiggvények linearis kombinaciojaként!
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3.1.6 Hany dimenziés a spline-ok tere?

Miel6tt megkeressiik a spline-ok terének egy bazisat (azaz a konkrét bazisfiiggvé-
nyeket), tisztdzni kellene, hogy hdny bézisfiiggvényt keresiink egyéltalan, azaz
hany dimenzids a spline-ok fliggvénytere

Naiv otlet (kobos spline-okat haszndlva példaként): van ¢ — 1 szakasz (¢ — 2
knot, ami meghataroz g — 3 szakaszt meg a két vége; gy is felfoghaté, hogy a
két végével egyiitt ¢ knot van, ami meghatdroz ¢ — 1 szakaszt) és mindegyiken
egy harmadfokd polinom (aminek 4 paramétere van), akkor az 4q — 4 paraméter

Igen 4m, de vannak megkotések: a knotokban a fiiggvényérték és az elsé két
derivalt egyezik

Minden megkdtés minden pontban 1 egyenlet, az 1-gyel csokkenti a paraméterek
szamat: van g—2 knot és 3 megkotés, az 3g—6 csokkentés, marad g+ 2 paraméter

De mivel természetes, igy a végpontokban is van 1-1 megkdtés: marad g para-
méter, azaz q dimenzids a természetes kobos spline-ok tere (ezért neveztik a
knot-ok szamét g — 2-nek!)

3.1.7 Mik a spline-ok bazisfiiggvényei?

Természetesen itt is igaz, hogy adott, rogzitett spline-osztélyra (pl. természetes
kobos) is végtelen sok bazis van

Koztiik célszerliség alapjan valaszthatunk
A részletek nélkul két példa:
. 13/
o by (x)=1,by (z) = 2,b, () = ‘x —xi_z‘ (1=3,4,...,9)

o by (x) = 1,by(z) = z,b;(x) = R(x,27,) (i = 3,4,...,q), ahol R egy
nevezetes — elég hosszi, bar nem til bonyolult — fliggvény (hamar 1atni
fogjuk, hogy ez miért elényos), annyi fontos, hogy = a [0, 1] intervallumban
essen (egyszer(i atskdldzassal mindig elérhetd)

Most méar csak a regresszié kivitelezését kell kitalalnunk

3.2 Modellmatrix eloallitasa

3.2.1 A bazisfiiggvények hasznalatanak ereje
A béazisfuggvények hasznalatdanak két hatalmas elénye van:
e A probléma visszavezethetd veliik a sima linedris regressziora

e SO6t, ehhez a modellmétrix is kénnyen eléallithatd
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3.2.2 Bazisfiiggvények hasznalata masodfokd polinomnal
Legyen by (z) = 1, by (7) = z és bs (z) = 22 a bazisunk
Az eredeti regresszio:

Y; = By + Baa; + Baai + ¢

Atirva bazisokra (lényegében transzformalt magyarazé valtozok):

Y; = B1by (2;) + Baby (z;) + Bsbs (z;) +¢;
Ez mar tiszta linearis regresszio

3.2.3 Bazisfiiggvények hasznalatanak elénye

Ez tgy tinik, hogy csak egy nagyon nyakatekert feliras egy amigy egyszeri
problémara

Valdjaban viszont egy elképesztden erételjes dolgot nyertiink: minden olyan fiigg-
vény, legyen barmilyen komplikalt is, ami felirhaté bazisfiiggvényekkel (azaz az
osztalya fliggvényosztélyt alkot), az berakhat6 egy kutyakozonséges regressziéba
(azaz lehet & a regrsszids fiiggvény) a fenti transzforméciéval, tehdt

Z Bib; ()
i=1

alakban

(Azaz minden figgvény, ami egy fiiggvénytér eleme)

3.2.4 A bazisfiiggvények ereje, 1. felvonas
Még egyszer: minden fiiggvény, ami felirhaté béazisfiiggvényekkel
Azaz: minden
..6s az Osszesnek pontosan ugyanigy az lesz az alakja, hogy
q

Z Bib; (),

i—1
egyediil a bazisfiiggvényt kell az adott esetnek megfeleléen megvalasztani

Tehat a spline is mehet ugyanigy (csak megfelelé b,-kkel)!

Es ha ez az alak megvan, akkor onnantodl természetesen sima linedris regresszidval
elintézhetd
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3.2.5 A bazisfiiggvények ereje, 2. felvonas

Réaddsul az X modellmétrix (design matrix) eldallitasa is nagyon konnyt lesz:
az i-edik sora

[51 (@) by (27) ,-.e s b, (%)]

gy maga a métrix az x és az [1,2, ..., q] vektor kiilsé szorzata (tenzorszorzata),
ha a miivelet alatt az oszlopban szereplé érték altal meghatarozott bazisfiiggvény
sorbeli elemre torténd alkalmazését értjiik, tehdt i ® j == b; (), és igy

L1 by (z1) by (x9) by (1)
) by (z2) by (xz) bq (xz)
2] by () By () - by (o)

Igy, a teljes modellmatrix egy 1épésben megkaphato...

.. majd kozvetleniil rakhaté is bele a sima linedris regressziéba (1d. 1. elény):

B=(XTX) " X"y

3.2.6 Megvalésitas R alatt

Folytassuk az elézd fejezet példdjat, csak az egyszerfiség kedvéért a [0, 1] inter-
vallumon 1év8 z-szel (ha nem is igy lenne, ez atskaldzdssal mindig elérhetd):

n <- 30

x <= runif(a, 0, 1)

xgrid <- seq(0, 1, 100)

ygrid <- 100*xgrid~2

yobs <- 100*x”2 + rnorm(n, 0, 5)

<- lot(data.frame(x, yobs)) + geom_point (aes( X, obs)) +
P &8gp y g p y
geom_line( data.frame(xgrid, ygrid), aes( xgrid, ygrid),
"orange", 1)
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A csomépontokat egyenletesen vessziik fel, szamuk ¢ — 2:

xk <- 1:4/5
q <- length(xk) + 2

A bézisfiiggvényeknél emlitett R fiiggvény:

rk <- function( x, z ) {
((z-0.5)"2-1/12)*((x-0.5)"2-1/12) /4-((abs(x-z)-0.5) "4-(abs(x-z)-0.5) "2/2+7/240) /24
}

A modellmatrixot csupa 1-gyel inicializaljuk, igy az elsé oszlop rendben is lesz:

X <- matrix(1, n, q)

Beallitjuk a masodik oszlopot is:
X[, 2] <- x

Es most jon a trilkk: az outer tetsz6leges fiiggvénnyel tud ,kiilsé szorzatot”
képezni:

X[, 3:q] <- outer(x, xk, rk)

Mindezeket a késsObbiekre tekintettel egy fiiggvénybe is Osszefoghatjuk:

spl.X <- function(x, xk) {
q <- length(xk) + 2
n <- length(x)
X <- matrix(1, n, q)
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X[, 2] <- x
X[, 3:q] <- outer(x, xk, rk)
X

3

Ezzel a modellmatrixszal végrehajthatjuk a regressziot (ne felejtsiik, tengelymet-
szetre nincs sziikség, pontosabban kiilon tengelymetszre nincs, hiszen az mar
benne van az igy 6sszerakott X-ben):

fit <- Im(yobs ~ X - 1)
Az eredmény szemléltetéséhez az xgrid pontjait is kifejtjiik a spline-nal:
Xp <- spl.X(xgrid, xk)

yp <- Xplh*¥coef (fit)
p + geom_line( data.frame(xgrid, yp), aes( xgrid, yp))

100-

75-

yobs
3

25-

0.00 025 0.50 0.75 1.00

Még egy kicsit automatizaljunk:

predspline <- function(x, y, q) {
xk <= (1:(q-2))/(q-1)
X <- spl.X(x, xk)
fit <- Im(y ~ X - 1)
xp <- 0:100/100
Xp <- spl.X(xp, xk)
yp <- Xph*lcoef (fit)
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list( fit, xp, yp)

Igy példéul kénnyen megnézhetjiik az eredményt kiilsnbozé g-kkal:

p + geom_line( with(predspline(x, yobs, 6), data.frame(xp, yp)),
aes( Xp, yp))

100-

75-

50-

yobs

25-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

p + geom_line( with(predspline(x, yobs, 11), data.frame(xp, yp)),
aes( Xp, yp))
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90-
60-
[%2]
o
o
>
30-
0_
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
p + geom_line( with(predspline(x, yobs, 3), data.frame(xp, yp)),
aes( Xp, yp))
100~
75-
[%2]
S s0-
5
25-
O -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Latszik, hogy a ¢ = 6 nagyjabdl megfelel, a 11 kicsit sok, a 3 pedig egy



463. FEJEZET. SPLINE-REGRESSZIO BECSLESE BAZISFUGGVENYEKKEL, PENALIZALTAN

leheletnyit mintha kevés lenne. (Most persze konnyti dolgunk van, hiszen tudjuk
mi az igazsig!) Erre a kérdésre nemsokara visszatériink.

3.3 Penalizalas

3.3.1 Dimenzié meghatarozasa

A ¢ dimenzié tehdt az illeszkedés szabadsigat hatarozza meg
Valahogy ezt is meg kellene hatarozni

Jon a f6 kérdéskor: a tililleszkedés elleni védekezés

Milyen legyen a ,,simités foka”?

3.3.2 Simitas fokanak meghatarozasa
Tehat ¢-t kellene valahogy jol bel6ni
Egyszert modellszelekcio?

e Vagy nem bedgyazott modellek szelekcidja, vagy nem ekvidisztans knot-ok,
egyik sem tul szerencsés

Alternativ otlet: ¢ legyen inkdbb rogzitett (elég nagy értéken, kicsit a varhato
folé 16ve), de a fliggvényformat nem engedjiik teljesen szabadon alakulni

Hogyan? Biintetjiik a tul ,zizegds” fiiggvényt!
Ez épp a penalizalt regresszi6 alapotlete

Es ami rendkiviil fontos: gy mér jellemzéen sem ¢ pontos megvalasztdsa, sem a
knot-ok pontos helye nem bir nagy jelentdséggel (vilaszthatjuk példdul egyenle-
tesen)!

3.3.3 Penalizalt regresszio

Klasszikus megoldas: a masodik derivalt jelzi adott pontban a ,zizegésséget”,
ezt kiintegralva kapunk egy Osszesitett mértéket az egész fiiggvényre

Valamilyen sillyal ezt vegyiik figyelembe:
2 ! 2
Iy = X842 [ 1" (@) do
0

A )\ a simitdsi paraméter, ez hatarozza meg a trade-off-ot a jé illeszkedés és a
simasag kozott

e A =0: penalizdlatlan becslés, A — oco: egyenes regresszios fliggvény
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3.3.4 A simasagi biintet6tag meghatarozasa
A regresszids fliggvény alakja: f(x) = ?:1 B;b; (x)
Kétszer derivilva: f” (z) = 31 B;b7 ()

Négyzetre emelve: [f” (2)]° = ‘. ;1,:1 B;bi (x) b7 (x) B,
Kiintegralva: j(;l [f” (z)]* dz = ! 3:1 B; (fol by () bj () dx) B;

De hét ez épp egy kvadratikus alak! (327 Zj,:l z0,1; = XTAX)

Legyen S;; = fol by (x) b} (z)dz és S az ezekbdl alkotott matrix, akkor tehdt a
simitasi biintetétag:

\3TSpB

Az el6bb definidlt R-rel S alakja nagyon egyszerii lesz: S5 ;.0 = R (zf, zj), az
els6 két oszlop és sor pedig csupa nulla

3.3.5 Megvalé6sitas R alatt

Az xk szokdsosan a knot-ok helye; a métrixot pedig csupa nullaval inicializaljuk,
hogy az els6 két oszlop és sor egybdl jé is legyen és csak a tobbit kelljen kitolteni:
spl.S <- function(xk) {

q <- length(xk) + 2

S <- matrix(0, q, q)

S[3:q, 3:q] <- outer(xk, xk, rk)

S

3.3.6 A simitasi biintet6tag beépitése a regresszios célfiigg-
vénybe

Kényelmes lenne, ha [y — X8|° + A37SS helyett frhatnank egyetlen normét
célfiiggvényként

Ez nem nehéz, ha a mésodik tagot 4t tudjuk normévé alakitani, hiszen (innentél
némi blokkmétrix miiveletekre sziikség lesz)

a

b

Legyen B olyan, hogy BB = S (pl. spektrélis dekompoziciéval, vagy Cholesky-
dekompoziciéval megtaldlhaté a métrix ilyen ,négyzetgyoke”), ekkor

2
Jal* + Ib|* = ‘

A3TSB = AETBTBS = A (BB)TBf = (\fABﬁ)T (ﬁBﬁ)
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T

. . ., 2 .
Ezzel meg is vagyunk, hiszen a norma egyszeriien |a|” = a’a, igy

s =V
ahonnan )
Iy — X8 + 8”88 = |y — X3|° + |VABf|
és igy, az el6z6ek szerint

2

Iy — X + V3B = ‘

y— X3
()

Jo6 lenne f-t kiemelni; ez nem is ttl nehéz, hiszen a és —a norméaja ugyanaz:

Gl -16)- (5e)-

3.3.7 Regressziéo megoldasa a penalizalassal

2

Innentél a regresszi6 jatszi konnyedséggel (értsd: a szokvanyos, nem is penalizalt

X
eszkoztarral) megoldhato, csak X szerepét \AB) , Yy szerepét (g) jatssza

gy az ,XTX” épp XTX + ABTB = XTX 4 AS lesz
Az XTy” pedig X"y (a kiegészitett eredményvaltozéban 1évé nulldk épp a
magyardzé valtozok kiegészitését titik ki)
Igy az OLS megoldas:
B=(XTX +A8) ' XTy

(Persze a gyakorlatban ennek kozvetlen szamitasa helyett célszeriibb az aug-
mentalt eredmény- és magyarazovaltozokat berakni egy hatékonyabb linearis
regressziot megoldé médszerbe)

3.3.8 Megvalo6sitas R alatt

Matrix , gyokének” a szamitdsa (spektralis felbontdssal):

mat.sqrt <- function(S) {
d <- eigen(S, TRUE)
d$vectorsyxhdiag(d$values™0.5) %*%t (d$vectors)
}

Ahogy volt réla, penalizalds mellett a ¢ pontos értéke nem til fontos, csak ne
legyen tul kicsi, ezért hasznaljunk most ¢ = 20-at.
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A penalizélt becslés az augmentalt modellmatrix hasznalatdval (kihasznaljuk,
hogy ha nem 1étez6 elemre hivatkozunk, az R automatikusan kiegésziti a vektort):

predsplinepen <- function(x, y, q, lambda) {
xk <- (1:(q-2))/(g-1)
Xa <- rbind(spl.X(x, xk), sqrt(lambda) * mat.sqrt(spl.S(xk)))
ya <- c(y, rep(0, q))
fit <- Im(ya ~ Xa - 1)
xp <- 0:100/100
Xp <- spl.X(xp, xk)
yp <- Xph*lcoef (fit)
list( fit, xp, yp)

Ezzel konnyen meghatarozhatjuk az eredményt kiillonbozé A-kra:

p + geom_line( with(predsplinepen(x, yobs, 20, 1), data.frame(xp, yp)),
aes( Xp, yp))

80-
B a0
o
>

0_

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

p + geom_line( with(predsplinepen(x, yobs, 20, 0.001), data.frame(xp, yp)),

aes( Xp, yp))
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100-
75-
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S 50-
>
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
p + geom_line( with(predsplinepen(x, yobs, 20, 0.000001), data.frame(xp, yp)),
aes( Xp, yp))
90-
o 60~
Qo
o
>
30-
0_
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Lathato, hogy a A = 1 tdl nagy, a 0,001 jénak tiinik, a 0,000001 tul kicsi.
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3.4 Simitasi paraméter meghatarozasa

3.4.1 A simitasi paraméter meghatarozasa
Kérdés még a A értéke

Sima OLS-jellegii eljarassal, tehdt a rezidualis négyzetosszeg minimalizalast tlizve
ki célul nyilvdn nem hatérozhaté meg (hiszen az mindig 0-t adna)

Epp az a lényeg, hogy a tililleszkedésre is tekintettel legyiink

Otlet: keresztvalidicié

3.4.2 Keresztvalidaciés mdbdszerek: OCV

Mindig egy pontot hagyunk ki, és igy szamolunk hibat: OCV
(Szoktak egy-kihagyésos keresztvaliddciénak, LOOCV-nek is nevezni)
Tehat:

Eocy = 7112”: (fiH] - yi)2

Szerencsére nem kell ténylegesen n-szer lefuttatni a regressziot mert belathato,
hogy

n

Foov =3 (ni—F) /(- 4,07,

=1

ahol A az influence matrix

3.4.3 Keresztvalidaciés moédszerek: GCV

Ha az A;;-ket az atlagukkal helyettesitjiik, akkor az altalanositott keresztvalida-
ci6hoz jutunk (GCV)

Tehat: | ,
Boov=— > (v:—F) /I (1— A)

i=1

3

3.4.4 Megvalésitas R alatt

predV <- 10~ (seq(-8, 3, 100))

V <- sapply(predV, function(lambda) {
fit <- predsplinepen(x, yobs, 20, lambda)$fit
trA <- sum(influence(fit)$hat([1:n])
rss <- sum((yobs - fitted(fit)[1:n])"2)
n*xrss/(n - trA)~2

)

ggplot(data.frame(predV, V), aes( predv, V)) + geom_line() + scale_x_logl0()
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80-
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predV

A legjobb X konkrét érték:
predV[which.min (V)]

## [1] 0.002782559

Es az — ilyen értelemben — optimélis spline ezzel:

p + geom_line( with(predsplinepen(x, yobs, 20, predV[which.min(V)]),
data.frame(xp, yp)), aes( xp, yp))
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4. fejezet

Additiv modellek

4.1 Tobb magyarazé valtozo

Eddig egy magyarazo6 valtozo esetével foglalkoztunk

95
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