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2. fejezet

A statisztika alapjai

Alapfogalmak.

2.1. A statisztika alapfogalmai és agai

Azt a halmazt, melyre a statisztikai eszkozokkel megvizsgdlandé kérdésiink
vonatkozik (cél)populdciénak, vagy sokasdgnak szokés nevezni. A sokasig elemeit
szokas megfigyelési egységnek is nevezni. Ha azt kérdezziik, hogy ,,Mennyi egy
adott kurzus hallgatdinak atlagos testtomege?’’, akkor a sokasig az adott kurzus
hallgatéibol allo halmaz; a megfigyelési egységek az egyes hallgatok.

Azt a szempontot, amely szerint a sokasig elemeit vizsgalat ald vonjuk, ismérv-
nek, vagy més széval vdltozénak hivjuk. Az el6bbi példa esetében a valtozo
a testtomeg; méas esetekben persze tobb valtozét is hasznalunk. Azt a lépést,
amikor adott valtozo értékét meghatarozzak egy adott sokasagi elemre, altaldban
megfigyelésnek nevezik a statisztikaban.

Nagyon sokszor nem tudunk a sokasag valamennyi egyedérol informéciot szerezni
(azaz: nem tudjuk mindegyiket megfigyelni). Ilyenkor a sokasig azon részhalma-
z4t, amelyet meg tudunk figyelni (tehat amelyrél informéciéonk van), mintdnak
nevezziik, és ezt a helyzetet magat mintavételi helyzetnek hivjuk. Ennek egy-
részt technikai okai lehetnek: sok esetben a sokasig valamennyi egységérol vald
adatgylijtés (az un. teljes korli megfigyelés) technikai okok miatt nehézkes vagy
egyenesen lehetetlen (til koltséges, til bonyolult a megszervezése, tul idéigényes
stb.) A biostatisztikdban azonban ennél is fontosabb egy masik ok: az, hogy sok
kérdés nem egy kézzelfoghatd, véges nagysdgi sokasdgra (mint egy adott kurzus
hallgat6i), hanem egy tn. fiktiv sokasdgra vonatkoznak. A kurzus hallgatéit fel
lehet sorolni, felirhatjuk a neveiket egymas ala egy lapra. Egy orszag lakosainal
ugyan ez nehezebb a gyakorlatban, de elvileg minden tovabbi nélkiil megteheto.
De vessiik ezt Ossze azzal a kérdéssel, hogy egy 1j vérnyomascsokkentd gyogyszer-
jelolt valéban csokkenti-e a vérnyomast — mi itt a sokasag? Itt valami alapvetd
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8 2. FEJEZET. A STATISZTIKA ALAPJAI

kiilonbség van: ennek a sokasdgnak az elemeit nem tudjuk felsorolni egy lapra!
Soha nem mondhatjuk azt, hogy itt a névsor, konkrétan éket kell gyogyitania
a gyogyszernek. E kérdés nem emberek egy konkrét, dsszeszedhet6 csoportjara
vonatkozik, hanem egy képzeletbeli, megfoghatéan nem létez6, absztrakt csoport-
ra (,aki megfelel a gydgyszer alkalmazasi feltételeinek’’). Ez nem egy konkrét
sokasag, hanem egy fiktiv csoport; sokszor hasznos ha gy gondolunk ra, mintha
ebben végtelen sok elem lenne. Ebbol az is kévetkezik, hogy akdrmennyi embert
is vizsgalunk meg ebbdl a sokasaghdl, az sziikségképp csak része lesz annak, azaz
szitkségképp csak mintat fog jelenteni a sokasaghdl. Ilyenkor tehat mindenképp
mintavételi helyzettel lesz dolgunk. Mivel ez a helyzet tipikus a biostatisztikaban,
igy maris érthet6, hogy miért mondtuk, hogy a mintavételi helyzetnek — illetve
kezelésének — kiemelt jelentOsége van a biostatisztikaban.

A statisztika azon agat, mely sokasagrol szerzett adatokkal foglalkozik, vagy
mintabeliekkel de gy, hogy elhanyagolja, hogy csak mintardl van szé (mintha
a minta lenne a sokasdg) deskriptiv (vagy leird) statisztikdnak nevezik; errél
kés6bb bévebben lesz szé (3. fejezet). Ide tartozmak olyan kérdések, mint
az informdaciotomorités, lényegkiemelés, adatvizualizacié. A statisztika azon
aga, mely figyelembe veszi a mintavételi helyzetet, azaz mintabeli adatokkal
foglalkozik, de gy, hogy szem el&tt tartja, hogy a kérdések valgjaban a sokaségra
irdnyulnak, induktiv (vagy kovetkeztetd) statisztikdnak nevezik, szintén részletesen
lesz réla sz6 késébb (4. fejezet).

2.2. Valtozok és mérési skalak

Az elébbi pontban kissé nagyvonalian csak annyit irtunk, hogy a valtoz6 (vagy
ismérv) az a szempont, ami alapjin a megfigyelési egységeket vizsgdlat ald vonjuk.
(Természetesen tobb ilyen is szerepelhet egy vizsgdlatban.) Ez meglehet&sen
kézenfekvo akkor, ha mondjuk az emberek testtomege a vizsgalati szempont —
ekkor mondhatjuk egyszertien, hogy lemérjiik Oket alkalmas médszerrel, és az e
tulajdonsigot leir6 ,testtomeg’’ valtozd legyen a lemért témeg mondjuk kilo-
grammban kifejezett értéke. Mas esetekben azonban kézel nem ilyen egyértelmi
a valtozok megvalasztdsanak a kérdése.

A statisztika alapvetéen szdmszerli informacidk feldolgozédséaval foglalkozd tu-
domany, igy ahhoz, hogy egy szempontot statisztikai aton tudjunk vizsgélni,
elébb szamszertien mérhetévé kell tenni. Ez természetesen olyan informaciékkal
is végrehajthato, melyek eredetileg nem szamszertiek. Ezt nevezzik operacio-
nalizdldsnak. Néha ez valéban szinte trividlis feladat (a testtomeget mérjik az
adott médon lemért és kilogrammban kifejezett testtomeggel), maskor viszont
egyaltalan nem az. Gondoljunk arra, hogy hogyan lehet szamszertien mérhet&vé
tenni egy olyan jellemzd&t, mint hogy milyen stlyos egy alany depresszidja — szinte
kiilén tudomanyag, hogy ehhez milyen kérdéivek, egyéb vizsgalatok kellenek,
mellyel ,lemérhetd’’ ez.

A valtozok kapcsan a masik probléma, hogy egy sor tulajdonsdg nem mérhetd
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kozvetleniil — akar technikai akadalyok miatt, akar az operacionalizalas nehézségei
miatt. Ez esetben gyakran kényszeriiliink arra, hogy az eredetileg megcélzott
valtozé helyett més, immar mérheto, és az eredetivel — lehetéleg minél szorosabb
— kapcsolatban 1év6 valtozdt vagy valtozdkat mérjiink le. Az ilyen célbdl hasznalt
valtozét nevezzilkk proxy vdltozonak. Példaul komoly gondban lennénk, ha az
alany szociotkondomiai statuszat kéne lemérniink egyetlen véiltozéval — ezt ilyen
forméban aligha tehetjiik meg, igy a gyakorlatban proxykat prébalnank hozza
keresni, példaul iskolai végzettséget mérnénk, jévedelmet, munkahelyi beosztést
stb.

A kovetkezd kérdéskor, amirdl a valtozok kapcsan beszélni kell, az a mérési skala
fogalma. Mivel a statisztika végeredményben szamszerl informéacidkat dolgoz
fel, igy a véltozoinkat is tipikusan szdmokkal fogjuk lefrni. Eszre kell azonban
venni, hogy vannak jellemz6i a valtozoknak, amik dnmagukban e szamokbdl
nem olvashatoak ki. Példdnak okaért tekintsiik azt az adatot, hogy mi az alany
szemszine, és azt, hogy mennyi a CRP-je (ez egy laboreredmény). Tételezziik
most fel, hogy a szemszint Ggy szédmszeriisitettiik, hogy a barndhoz 1-et, a
feketéhez 2-t, az egyébhez 3-at rendeliink; a CRP-nél pedig a koncentracidja
szamértékét adjuk meg mg/l-ben. Mérmost ekkor mindkét adat (a szemszin és a
CRP) is lehet torténetesen 1, 2 és 3 értékli — 4m ettél még hatalmas kiilonbség
van koztiikk: a CRP-nél van értelme atlagrol beszélni, ,atlagos szemszinrdl’’
nyilvdn nincs. E mogott az huzdédik meg, hogy a CRP-k szamértékeit van
értelme Osszeadni egymassal, a szemszinek szamértékeit nem. Tehat: az, hogy
milyen miiveletek végezhetGek el az adott valtozdval, nem olvashato ki a valtozd
altal felvett értékekbol. Ezeket a kiilonbségeket a mérési skéla fogalma ragadja
meg, mely azt irja le, hogy hogyan viselkednek, viselkedhetnek az adataink. A
leghiresebb Stanley Smith Stevens mérési skala modellje, mely négy lépcsofokot
kiillonboztet meg. (Azért is beszéliink 1épcséfokokrol, mert ez egy egymasra épiild,
folyamatosan bévilé felosztds: a kés6bbi, magasabb skaldk birnak az Osszes
tobbi kordbbi, alacsonyabb skéla tulajdonsagaival, és még persze valamilyen
tobblettel is.) Stevens skdlai a kovetkezbek:

1. Névleges (nomindlis) skdla Ilyen skdlan mért adatok esetén az adat szdm-
értékének valdjdban nincs semmi jelentOsége, kizardlag az szamit, hogy
a szamérték ugyanaz-e két alanynal vagy sem: ha ugyanaz, akkor a val-
tozdjuk is ugyanolyan értékil, ha nem akkor nem — de ennél tébbet nem
mondhatunk! Erre j6 példa a beteg lakéhelye megye szerint; 1-t6l 20-ig
kédolva. Ha az egyik betegnél ez 3, a mésikndl 6, akkor kizardlag annyit
mondhatunk, hogy kiilonb6zé megyében laknak, semmi tébbet. Olyan
kijelentéseknek, hogy a masodik ,harommal nagyobb megyében’, ,kétszer
akkora megyében’*, vagy akar csak annak, hogy ,nagyobb megyében lakik”
nyilvanvaléan nincs értelmiik. Tovabbi tipikus példa nomindlis ismérvre a
beteg neme, rassza, szemszine stb.

2. Sorrendi (ordindlis) skdla Ilyen skdla esetében mar valamennyi jelentdsége
van a szamértékeknek: szamit ugyanis, hogy melyik nagyobb — am ezen
kiviil semmi mas. Ezzel tehdt a lehetséges kimeneteket sorba rendeztiik
(innen a skédla neve), &m egyebet nem mondhatunk. Tipikusan ide tartozik
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a kiillonféle betegségek staging adata. Ha ez egyik beteg I, a masik II
stadiumban van, akkor mondhatjuk azt, hogy ez utébbi allapota silyosabb
(figyelem, ha ez nomindlis skdldn mért ismérv lenne, akkor mér ennyit
sem mondhatnank, csak annyit, hogy nem ugyanaz a silyossig!), 4m
olyan kijelentéseknek, hogy ,eggyel stulyosabb’, vagy ,kétszer olyan silyos’
allapotban van, nincs értelme. Vegyiik észre, hogy ez valéban tartalmazza
a nomindlis skéla jellemzdit (hiszen ha a kimenetek sorbarendezhetdek,
akkor természetesen meg is kiilonboztethetdek), azaz tényleg kib&vitése
annak.

3. Valodi skdldn mért ismérvek lde tartoznak azok az ismérvek, amelyek
kimeneteivel mar egyéb miiveletek (nem csak az Gsszehasonlitds és a sorba-
rendezés) is értelmezettek. Példaul ha egy beteg CRP-je 1 mg/1, egy mésiké
2 mg/1, akkor mondhatjuk, hogy a kettd kiilonbozik (nomindlis tulajdon-
sdg), mondhatjuk, hogy az utébbi nagyobb (ordindlis tulajdonsédg), de
nyugodtan tehetiink olyan kijelentést is, hogy az utébbi ,eggyel nagyobb’,
vagy hogy , kétszer akkora” mint az el6bbi! Ezek a skdldn mért ismérvek,
ide tartozik példaul a legtobb laboreredmény. A statisztikai irodalomban
ezen a kategérian belill két tovabbi csoportot szokas megkiilonboztetni: a
kiilénbségi — vagy intervallum — skaldn mért ismérveket, és az aranyskalan
mért ismérveket. Az eltérés a kettd kozott, hogy az el6zében csak az Gssze-
adas, mig az utébbiban az Gsszeadas é€s a szorzas is értelmezett. Példaul
a CRP aranyskaldn mért, hiszen két érték vonatkozasaban beszélhetiink
arrol, hogy az egyik mennyivel tobb, illetve hanyszorosa a méasiknak. A
beteg testhOmérsékleténél, ha azt Celsius-fokban mérjik, mar nem ez a
helyzet! Annak van értelme, hogy az egyik beteg maghdmérséklete 5 °C-kal
tébb, de olyat nem mondhatunk, hogy 10%-kal magasabb!.

)

Megjegyezziik, hogy az els6 két skdlan mért valtozot nagyon gyakran mindségi
(vagy kvalitativ) véltozonak nevezik kozos néven, mig a valédi skdldn mért
valtozokat sokszor mennyiségi (vagy kvantitativ) valtozénak hivjak.

Itt érdemes megemliteni, hogy a valtozdkat csoportosithatjuk aszerint is, hogy
hény lehetséges kimenetet vehetnek fel. Ha véges sokat vagy legfeljebb meg-
szamlalhatéan végtelen sokat, akkor diszkrét valtozérdl beszélunk, kiilonben
folytonosrol. Folytonos valtozéra tipikus példa az olyan valtozd, melynek értékei
a valés szamok koziil, vagy a valés szdmok valamilyen intervalluméabdl (pl. pozi-
tiv valds szamok) keriilnek ki. Természetesen a gyakorlatban a korlatos mérési
pontossag miatt elvileg minden valtoz6 diszkrét, de ha nagyon nagy a lehetséges
kimenetek szama, és ezek egymashoz silirtin helyezkednek el, akkor altalaban
nyugodtan alkalmazhat6 a folytonos kozelités.

Nagyon sokszor a diszkrét valtoz6 fogalmat azonositjak a mindségi, a folytonosat
pedig a mennyiségi valtozéval. Tisztan elméleti szempontbdl ez nem helyes

LGondoljunk csak bele, 1 °C és 2 °C kozott nyilvan ugyanannyi a kiilonbség mint 2 °C és 3
°C kozodtt, mégis, az els6 esetben 100%-kal, a masodikban csak 50%-kal nagyobb a masodikként
megadott hémérséklet. Ez nyilvan abbdl adédik, hogy a hémérsékletnek nincsen rogzitett nulla
pontja — az teljesen esetleges, hogy a Celsius-skdla hova rakta azt.
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(hiszen két kiilonboz6 szempontrdl van szd), bar tény, hogy a legtobb esetben
valoban fenndllnak ezek a megfeleltetések. Egy nevezetes kivétel ez aldl a
kiilonféle darabszamokat, események szamat stb. tartalmazé adatok, melyek
a0, 1, 2, 3 sth. értékeket vehetik fel (tehdt diszkrétek), mégis skdldn mértek,
s6t, azon belill is ardnyskdldn (tehdt pont hogy a legmagasabb mérési skdldn),
hiszen altaldban van értelme nem csak kiilonbségiikrol, de akar a hanyadosukrél
is beszélni.

2.3. A biostatisztika kapcsol6dé tudomanyai és
elhatarolasa

A biostatisztika az alkalmazott statisztika egyik dga, hasonléan a pszichometria-
hoz, agrometridhoz stb. Latni kell, hogy a statisztika tobbé-kevésbé egységes
tudomany, igy végso soron hasonlé modszereket alkalmaz az Gsszes felsorolt ag,
kiilonbség inkdbb a részletekben (partikuldris problémékhoz testreszabott vagy

c sz

Mint minden alkalmazott agnak, a biostatisztikdanak is a statisztika, matematikai
statisztika adja az alapjat. Az e fejezetben bemutatott modszerek jo részéhez
ugyan nincs sziikség mélyebb matematikai statisztikai ismeretekre, de a manapsag
kifejlesztett (1j mddszerek egyre komolyabb matematikai eszkoztarat hasznalnak.

A matematikai statisztika a matematika tobb agéara is épit, de ezek koziil
természetesen a valdszintiségszamitds a kiemelkedden legfontosabb. (Ezt tobb
més tertilet is kiegésziti természetesen, példdul a linedris algebra.) Nem tulzds
azt mondani, hogy a valészinliségszamitas a statisztika mogotti ,,alaptudoméany’’,
melynek alapos ismerete elengedhetetlen a matematikai statisztika magas szintli
miiveléséhez. Mostani jegyzetiinkben azonban egyediil az induktiv statisztikai
rész fog valdszinliségszamitasi alapismereteket feltételezni, a t6bbi rész minden
specialis matematikai ismeret nélkiil is kovethetd lesz.

A valészinliségszamitdson, matematikai statisztikan kiviil természetesen orvosi
ismeretekre is sziikség van a biostatisztika miiveléséhez. Ha nem is feltétlentil
létkérdés, de a biostatisztikus munkéjat megkonnyiti, ha legalabb érti az orvosok
szbhasznalatat, valamint tisztdban van az emberi test miikodésének élettani és a
betegségek kérélettani alapjaival.

Ezt a szakaszt azzal zarjuk, hogy kisérletet tesziink a biostatisztika elhatéro-
lasara két olyan teriilettél, amellyel gyakran keveredik a fogalma. Az egyik a
bioinformatika: ez a manapsag rendkiviil népszerii teriilet azonban inkdbb szami-
tastechnikai, algoritmikus kérdésekkel foglalkozik (melyekkel nagy orvosbiol6giai
adatbazisokon is hatékonyan végezhetdek bizonyos miiveletek, megvalaszolhatova
valnak bizonyos orvosilag relevdns kérdések). A mésik a biomatematika, ez
alatt azonban inkabb olyan teriiletet értiink, mely jellemz6en nem statisztikai,
hanem mdas matematikai (elsésorban analizisbeli) eszkozoket, példdul differenciél-
egyenleteket hasznal, és a modellek adatokbdl torténd becslése csak méasodlagos
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kérdés.

2.4. A biostatisztika szamitastechnikai hattere

Modern biostatisztika szinte elképzelhetetlen szamitégépek, szamitastechnikai
tamogatas nélkiil. Ennek legaldbb harom konkrét aspektusa van.

El6szor is, a leginkabb ,,mechanikus’’ tamogatas, amit a gépek adhatnak, hogy
a szokdsos szamitdsi miveleteket (példdul egy atlag meghatdrozasa vagy egy
statisztikal préba kiszdmitdsa) végrehajtjdk helyettiink. Béar sok statisztika
kurzuson még ma is megtanitjdk a hallgatékat a kézi szdmitasra (els6sorban
azért, hogy jobban rogziiljenek a szdmitdsok részletei is), valéjaban mar min-
den gyakorlati alkalmazasban szamitégépek végzik a mechanikus kalkulacidkat,
érthet6é okokbdl kifolyélag.

A szamitégépek ennél kicsit altaldnosabb médon is tudjak tamogatni a sta-
tisztikus munkdjit. Azéltal, hogy segitik a nagy adatbdzisok kezelését (sziirés,
rendezés, keresés stb.), az adattranszformdcidkat (vdltozok atkédoldsa, fligg-
vény szerint transzformaldsa stb.), lehet6vé teszik, hogy konnyen kiszamoljunk
mutatdkat, vizualizaljunk adatokat és igy tovabb, a hatékonyabb, kreativabb
munkavégzést is segitik. (Részint azaltal, hogy csokkentik vagy szinte megsziin-
tetik a rutinfeladatok id&igényét, és igy segitik, hogy a statisztikus a lényegre
tudjon koncentralni, részint azdltal, hogy szamitogépek nélkiil nem, vagy csak
nagyon nehezen kivitelezhetd segitségeket — pl. haromdimenzios abrak — is
tudnak adni a helyzet jobb megértéséhez.)

Végiil pedig, vannak bizonyos médszerek, melyek nem csak nehézkesek lennének,
de egyenesen elképzelhetetlenek szdmitastechnikai tdmogatas nélkiil. Ezek az 1n.
szdmitdsintenziv mddszerek (példaul az ijramintavételezésen alapuld eljardsok,
a kiilonféle algoritmikus modellek) mind rendkiviili szdmitasigénnyel birnak,
igy lényegében a szamitogépekkel egyidosek, hiszen a nélkiil kifejlesztésiik, és
kiilonésen az érdemi hasznalatuk nem volt elképzelheto.

Zarasként nagyon rovid ismertetékkel megemlitjiik a taldn legfontosabb programo-
kat, melyeket a (bio)statisztikusok haszndlnak: * SAS A SAS egy igen komplex,
nagyméretli és draga programcsomag. Legf6bb elonye, hogy jél standardizélt,
bejaratott, és a gydgyszeriparban — épp emiatt — eldszeretettel alkalmazzak. *
SPSS Az SPSS egy &ltaldnos céli statisztikai programcsomag (eredetileg szocio-
légusoknak fejlesztették ki), funkcionalitdsa szdmos — egyenként megvasarolhatéd
— modullal allithaté be a kivant szintre. Grafikus kezelofeliilete rendkiviil egy-
szerll és kényelmes (rdaddsul nagyon sokan eleve ezt szoktdk meg), mellyel a
beépitett funkcidk néhany kattintassal végrehajthatéak. Cserében a bonyolul-
tabb statisztikai probléméak megolddsa — noha van sajat szkript-nyelve — nagyon
nehézkes lehet. Osszességében véve az alap dolgokat konnyti megcsinalni — a
komplexebbeket viszont nagyon nehéz. Didaktikai hibéi, gyatra adatvizualizacios
lehet8ségei, korldtozott bbvithetésége miatt nem ajanlhatd a hasznélata. * R Az
R a klasszikus ,akadémiai’’ programcsomag. Alapvaltozatdban még csak érdemi
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grafikus feliilet sincs hozzd, minden utasitast parancsként kell beirnunk; cserébe
hihetetlen mennyiségii kiegészité érheté el hozza a legkiilonfélébb alkalmaza-
sokhoz, a legkonnyebbdl a legbonyolultabbig, tovabba egy sor szakteriilethez
célirdnyosan is. (2018 elején tobb mint 13 ezer csomag érhetd el, nem ritka, hogy
napi 5-10 4j jelenik meg!) Egy sor Gjonnan kifejlesztett statisztikai médszert
elséként R alatt implementélnak. Osszességében elmondhatd, hogy itt az alap
dolgokat sem konnyii megcsinalni — a komplexebbeket cserébe viszont lehet. Az
R ingyenes és nyilt forraskédi, a http://www.r-project.org/ cimrél indulva
tolthetd le. Haszndlatdhoz feltétleniil ajanlott az RStudio (szintén ingyenes
és nyilt forrdskoda) integralt fejlesztékornyezet (http://www.rstudio.com/)
alkalmazéasa. E kiegészité csomagokkal az R ereje hatalmas: rendkiviil komplex
feladat is végre hajthatéak egysoros hivasokkal (néha szé szerint).

2.5. Futd6 példa

A jegyzet hétralevo részében szerepld példak didaktikai okokbdl mind ugyanarra
az adatbazisra vonatkoznak; ebben a szakaszban ezt mutatjuk be.

Az adatbézis egy klasszikus demonstraciés adatbazis, dltalanosan hasznalt neve
Low Infant Birth Weight (LOWBWT vagy BIRTHWT); a Baystate Medical
Center (Springfield, Massachusetts, Egyesiilt Allamok) kérhazban végrehajtott
kutatasbol (1986) szarmazik. A kutatds célja annak vizsgdlata volt, hogy milyen
tényez6k befolyasoljdk, hogy egy vildgra jové Gjszillott kis sziiletési tomegii?
lesz-e.

Szemléltetésként az adatbézis elsé néhdny megfigyelési egysége (az adatbazis
megtalalhaté az R statisztikai kornyezet MASS nevii konyvtardban birthwt né-
ven):

data( birthwt, "MASS" )
head( birthwt, 10 )

#i#t low age lwt race smoke ptl ht ui ftv bwt

## 8 0 19 182 2 0 0 0 1 0 2523
## 86 0 33 155 3 0 0 O O 325651
## 87 0 20 105 1 1 0 0 O 1 2557
## 88 0 21 108 1 1 0 0 1 2 2594
## 89 0 18 107 1 1 0 0 1 0 2600
## 91 0 21 124 3 0 0 O O 0 2622
## 92 0 22 118 1 0 0 0 O 1 2637
## 93 0 17 103 3 0O 0 0 O 1 2637
# 94 0 29 123 1 1 0 0 O 1 2663
## 95 0 26 113 1 1 0 0 O O 2665

2Kis sziiletési tomegrdl akkor beszéliink, ha az tjszillétt testtomege kisebb mint 2 500
gramm, akdrmennyi is a gesztaciés kora.


http://www.r-project.org/
http://www.rstudio.com/
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3. fejezet

Deskriptiv statisztika

Ebben az fejezetben a statisztika deskriptiv agaval fogunk foglalkozni. Mar
utaltunk ra, hogy deskriptiv statisztikarél akkor beszéliink, amikor kizarélag a
mintdban 1év§ informdciét igyeksziink valamilyen médon megragadni (és nem
torédiink azzal, hogy a minta maga is csak a valésig egy ,szelete’’, szebben
megfogalmazva: figyelmen kiviil hagyjuk a mintavételi helyzetet).

El6szor ezt a gondolatot fogjuk pontositani, kbzelebbrél koriiljarni; majd pedig
megismerkediink a leiré statisztika legalapvetébb mddszereivel. Latni fogunk
grafikus és analitikus mddszereket, foglalkozunk egy- és (roviden) tobbvaltozds
helyzetekkel; az ismertetést pedig a vizsgalt valtozdk mérési skdldja (Qref{alapok-
valtozok}. alfejezet) szerint végezziik. (Azzal, hogy a nomindlis és az ordindlis,
illetve az intervallum- és ardnyskalan mért valtozékat nem valasztjuk szét, ha-
nem mindségi és mennyiségi valtozékrdl fogunk beszélni.) Ezek utén az olvasd
szamara ismerds lesz a mai orvostudomanyi cikkekben alkalmazott deskriptiv
eszkoztar tilnyomd része; az elemi eszkézoknek pedig szinte egésze.

Ebben a fejezetben a mar emlitett médon a Low Infant Birth Weight adatbazist
fogjuk futé példaként hasznalni a médszertani mondanivalé illusztralasara. Az
abrék és a szamitasok R statisztikai kornyezet alatt késziiltek.

3.1. A deskriptiv statisztikardl altalaban

Amint mar t6bbszor emlitettiik, a deskriptiv statisztika definiciés jellemzdje, hogy
kizarélag a mintdban 1év6 informéacioval torédik, szamara az az ,,univerzum’,
és teljes mértékben figyelmen kiviil hagyja azt a kérdéskort, hogy a mintaban
1év6 informécié hogyan viszonyul a sokasagban 1év6 informaciohoz. Innen ered a
modszer neve is: a deskripcid leirast jelent, azaz a deskriptiv modszerek pusztdn
a minta — valamilyen szempontbdl ,,j6” — leirdsit célozzdk meg (nem pedig
kovetkeztetést a sokasdgra). Nem véletlen, hogy ebben a kontextusban nagyon
sokszor minta helyett adatbdzist mondunk (tiikrézve, hogy itt igazdbdl nincs is

15
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jelent6sége annak, hogy az adataink csak — a sz6 statisztikai értelmében — egy
mintét jelentenek).

)

A j6 leiras’’ alatt legtObbszor azt értjiik, hogy a mintdban 1év6 informaciét
ugy prébaljuk témoriteni, hogy koézben — valamilyen elemzési célra tekintettel —
kiemeljik a lényeget. Erre azért van sziikség, mert a legtobb esetben a mintdban
1évé informécié (még ha csak néhiny valtozéra, és néhany tucat megfigyelési
egységre is gondolunk) feldolgozhatatlan ,rdnézésre’. A szadmok tengerébél
még a legalapvetébb kérdésekre sem tudnank valaszolni. Sziikség van tehat
olyan mddszerekre, melyek ,emészthetévé teszik” ezt a szamtengert: csokkentik
a bonyolultsdgat, hogy tudjuk értelmezni azt, fel tudjuk hasznalni kérdések
megvalaszolasdhoz, illetve j megallapitasok eléréséhez.

Nyilvanvald, hogy a bonyolultsag csokkentése csak gy lehetséges, ha informacidt
hagyunk el. Az egész miivelet kritikus pontja épp ez: annak megvalasztisa, hogy
mennyi informéciét hanyagoljunk el (és persze hogyan). A  hogyan’’ szerepe
trividlis: ha egy adott, mennyiségi valtozéra vonatkozd 100 elemii mintdbol
elhagyjuk az els6é 99 elemet, akkor ugyan egyetlen szammaé, azaz teljesen at-
tekinthet&vé alakitjuk az informéaciot — csak épp nyilvin semmit nem értink
el vele. Ha viszont kiszamoljuk az atlagot, akkor ugyanigy egyetlen szamot
kapunk, de imméar gy, hogy annak van értelme, azaz felhasznalhatjuk kérdések
megvalaszolasdhoz, illetve j megallapitasok eléréséhez.

A meghatdroz6 kuleskérdés az elhanyagoldsban (az informéci6tomoritésben)
tehat a ,mennyit’’. Lathatd, hogy trade-off all fenn az dttekinthetdség, és a
reprodukcios hiiség kozott: minél tobbet hanyagolunk el, annal inkabb segitjiik
az attekinthetdséget, de anndal tobbet vesztiink az eredeti informdacié hiliséges
reprodukciéjabol. A deskriptiv statisztika igazi sava-borsa (végeredményben a
legtobb mddszer, igy vagy gy, de ebben foglal el egy alldspontot) a j6 kompro-
misszum megkotése a kettd kozott. Példanak okaért, adatbazisunkban a sziiletési
tomeg valtozo megfigyelései igy néznek ki:

birthwt$but

##
##
##
##
#i#
##
##
##
##
#i#
#i#
##
##

[1]
[16]
[31]
[46]
[61]
[76]
[91]

[106]
[121]
[136]
[151]
[166]
[181]

2523
2769
2920
3062
3225
3402
3614
3790
3997
1588
2055
2296
2442

25561
2778
2948
3080
3232
3416
3629
3799
4054
1588
2082
2301
2450

2557
2782
2948
3090
3232
3430
3629
3827
4054
1701
2084
2325
2466

2594
2807
2977
3090
3234
3444
3637
3856
4111
1729
2084
2353
2466

2600
2821
2977
3090
3260
3459
3643
3860
4153
1790
2100
2353
2466

2622
2835
2977
3100
3274
3460
3651
3860
4167
1818
2125
2367
2495

2637
2835
2977
3104
3274
3473
3651
3884
4174
1885
2126
2381
2495

2637
2836
2922
3132
3303
3544
3651
3884
4238
1893
2187
2381
2495

2663
2863
3005
3147
3317
3487
3651
3912
4593
1899
2187
2381
2495

2665
2877
3033
3175
3317
3544
3699
3940
4990
1928
2211
2410

2722
2877
3042
3175
3317
3572
3728
3941

709
1928
2225
2410

2733
2906
3062
3203
3321
3572
3756
3941
1021
1928
2240
2410

2751
2920
3062
3203
3331
3586
3770
3969
1135
1936
2240
2414

2750
2920
3062
3203
3374
3600
3770
3983
1330
1970
2282
2424

2769
2920
3062
3225
3374
3614
3770
3997
1474
2055
2296
2438
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Ezt a megadast nevezhetnénk az egyik végpontnak ebben a kompromisszumban:
100% reprodukcids hiiség, de — szinte — 0% &ttekinthetdség. Ez a legalapvet6bb
kérdések megvalaszolasat, a legalapvet&bb észrevételek elérését is lehetetlenné
teszi.

Masik végpontnak vehetjik azt, amikor a fenti adatoknak csak az atlagat adjuk
meg 2944.5873016.

Ez 0%-hoz kozeli reprodukeids hiiséget jelent (189 szdmbdl 1-et ,, gydrtottunk’’,
szinte semmit nem tudunk reprodukalni az eredeti adatbdzisb6l), viszont remek az
attekinthetdsége (példdul azonnal 14thatd, hogy milyen érték koriil csoportosulnak
az adatok).

Az igazédn érdekes az, hogy — természetszeriileg — a két végpont kozott sza-
mos egyéb kompromisszumot kothetiink. Megadhatjuk példdul (az utébbi vég-
ponttdl az elébbi felé haladva) az adatok atlagat és szérdsat: 2944.5873016 +
729.2142952, az adatok atlagat, medidnjat, szorasat és interkvartilis terjedel-
métl: 2944.5873016 (2977) + 729.2142952 (1073), vagy épp az adatok atlagét,
medidnjat, szérasat, interkvartilis terjedelmét, illetve minimumét és maximumat:
2944.5873016 (2977) + 729.2142952 (1073) [709-4990].

Latszik, hogy minden ilyen megadas egyfajta kompromisszum: egyre tobb infor-
méciét Orziink meg (egyre kevesebb az adatvesztés, hiiségesebb a reprodukcid),
viszont kozben romlik a megadas attekinthetdsége.

Osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy bar az informaciétémorités ugyan
sziikségképp adatvesztést jelent, ez azonban nem feltétleniil baj, épp ellenke-
z06leg: ez teszi lehet6vé, hogy a fontosat észrevegyiik. A kulcs a kett6 kozotti
egyensilyozas.

3.2. A deskriptiv statisztika mododszereinek cso-
portositasarol

Azért, hogy az igen nagy szamu leird statisztikai modszert attekinthet6en tudjuk
targyalni, érdemes megismerkedni par szemponttal, melyek mentén e médszerek
jellegzetes, és gyakorlati szempontbdél fontos csoportokba sorolhatéak.

3.2.1. Grafikus és analitikus modszerek

A fent mutatott példék (dtlagtol szérdson at a terjedelemig) mind Gn. anali-
tikus eszkozok voltak, azaz a (szdmszer(i) informdaciobdl szdmszerti, csak épp
tomorebb, lényeget kiemel$ informaciot gyartottak. Az analitikus mdédszerek
tipikus példai a mutatészamok, mint amilyen az atlag vagy a szérés, bar léteznek
ennél komplexebb (nem egyetlen szambdl 4l16) eredményt szolgédltaté analitikus
eszk6z0Ok is — az azonban kozos pont, hogy mindegyik szamszer( kimenetet ad.

IMost még nem fontos, hogy ezek a mutaték pontosan mit jelentenek (a késébbiekbél tgyis
ki fog deriilni), csak annyi szdmit, hogy a minta kiilénb6zd leirdi.
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Ezzel dllnak szemben a grafikus médszerek, melyek a bemend (szamszerti) in-
formaciobol valamilyen képi megjelenitést konstrualnak. Szokas ezért az ilyet
adatvizualizdcionak is nevezni, bar ezt a megnevezést gyakran csak a komplexebb
moédszerekre alkalmazzdk.

A grafikus médszerek dltaldban kevésbé tomorek és kevésbé objektivizalhatbak
(ami gond lehet, ha példdul 6sszehasonlitdsra van sziikség), de cserébe nagyon
sokszor jobban értelmezhetd benyomést tudnak adni a vizsgalt adatbazisrol.
Ennek hatterében az van, hogy az emberi agy kiilonosen alkalmas struktirak
azonositasara, vizsgalatara grafikus informaciékban; igy ha tigyesen tudjuk vizu-
alizdlni adatbazisunk tartalmat, azzal nagyban megkonnyithetjiik az elemzését.
Nem véletlen, hogy John Wilder Tukey egyszer azt mondta: ,, There is no excuse
for failing to plot and look!”’ (,Nincs mentség arra, ha nem &abrazoljuk az
adatokat és néziink egyszeriien ra!’’).

3.2.2. Egy- és tobbvaltozés mddszerek

Szemben azzal, amit sokan elsére gondolnanak, hogy ti. az egyvaltozos modsze-
rekkel egyetlen valtozot vizsgdlunk (mig a tobbvédltozdsakkal tobbet), valdjdban
egyvaltozés modszerekkel is vizsgalhatunk akarhany valtozét. A kiilonbség
tehat nem ez, hanem az, hogy az egyvaltozoés modszerekkel egy iddben egyetlen
valtozét vizsgalunk csak, mig a tobbvaltozds modszerek egyidejiileg is tobb
valtozot tekintenek. (Ha megadjuk, hogy pontosan hdnyat, akkor ezt az elneve-
zésben is szerepeltethetjiik, pl. kétvaltozds vizsgalat, haromvaltozos vizsgalat
stb.)

Hogy mit értiink az alatt, hogy ,,egy id6ben’’? Képzeljunk el egy adatbazist,
melyben emberek testmagassagat és testtomegét mértiik le. Okkal varjuk azt,
hogy a nagyobb testmagassag tendencidjaban nagyobb testtomeggel jar egyiitt,
teh4t azoknak, akiknek nagyobb a testmagassaguk, varhatéan? nagyobb a testto-
megiik is. Igen am, de ha dnmagdban csak a testmagassagot vizsgaljuk, vagy csak
a testtomeget, akkor ezt soha nem vennénk észre! Vegyiik észre, hogy barmilyen
alapos elemzést is végeznénk (beleértve akir az Osszes megfigyelés tomorités
nélkiili felsoroldsat), soha nem joviink ré erre a kapcsolatra — hiszen a kiilon-kiilon
végzett vizsgalatokban nem tudjuk 6sszerendelni az ugyanazon emberhez tartozd
testmagassigot és testtomeget (épp ez a definicidja a kiilon-kiilon végzésnek).
Amit tehét elvesztiink, az a valtozok kozétti kapesolatok kérdéskore. Eppen ezért
mondhatjuk azt, hogy egy tobbvaltozds vizsgalat tobb, mint tébb egyvaltozos
vizsgalat — hiszen itt mar megjelenik a valtozék kozotti kapcesolatok kérdése is.

Végezetiill megjegyezziik, hogy a tobbvaltozds kategoriat néha szétbontjak, arra
tekintettel, hogy a tobbvaltozés elemzés klasszikus arzendlja csak egy-két tucat
valtozoig alkalmazhaté hatdsosan (s6t, igazdn hatdsosan inkébb csak 10-nél
is kevesebb viltozoéra). Az e folotti tartomdnyban néha megkiilonboztetésiil
sokvaltozdés adatelemzésrol beszélnek.

2E jelenséget késébb pontosabban is meg fogjuk ragadni, de most b&ven elég lesz ez a kissé
pontatlan megfogalmazas is.
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3.2.3. A vizsgalt valtozé(k) mérési skalaja

A leir6 statisztika mddszerei jellegzetesen eltérnek aszerint is, hogy milyen mérési
skdlan mért valtozé elemzésérél van sz6. Amint mar emlitettiik is, az ordinalis
és nominalis valtozdkat nem fogjuk megkiilonboztetni, és egységesen minéségi
valtozokrél fogunk beszélni, hasonloképp az intervallum- és aranyskalan mért
valtozdk esetében is egységesen mennyiségi valtozokrol lesz sz6. (A kiilonbségekre
csak utalni fogunk.)

3.3. Minoéségi valtozo egyvaltozos elemzése

Mindségi véltozora j6 példa adatbidzisunk rassz (race) valtozdja, mely az alany
rassz szerinti hovatartozasat adja meg és ilyen médon nomindlis.

3.3.1. Analitikus eszkozok

Tlyen valtoz6 elemzésének tipikus analitikus eszkéze az tn. gyakorisigi sor. A
gyakorisdgi sor a viltozé lehetséges kimeneteit (kategoéridit) tartalmazza, egytitt
azzal, hogy az adott kimenetbdl hdany fordult el6 az adatbazisban. Az ilyen
,darabszamot’’ a statisztikdban dltaldban is gyakorisagnak nevezik, és f-fel
jelolik. (Illetve, ha utalni akarunk arra, hogy az i-edik kategéria gyakorisdgarél
van sz0, akkor f;-vel.) Altalaban n-nel szokés jelolni a mintanagységot, igy
nyilvan Z?:l fi =n.

Szokas még beszélni relativ gyakorisagrdl is, ami nem més, mint az el¢bbi
(abszolut) gyakorisdg osztva a mintanagysiggal (azaz n-nel). A relativ gyakorisdg
tehat azt mutatja meg, hogy egy kategoridba a megfigyelési egységek mekkora
hényada esik. Nyilvin Zj: L9 =1

Példanak okéért, a rassz valtozo gyakorisagi sora:

birthwt$race <- factor( birthwt$race, 138, c( "Kaukazusi", "Afroamerikai",

table( birthwt$race )

##
## Kaukazusi Afroamerikai Egyéb
## 96 26 67

prop.table( table( birthwt$race ) )

##
#it Kauk&zusi Afroamerikai Egyéb
## 0.5079365 0.1375661 0.3544974

cbind( table( birthwt$race ), prop.table( table( birthwt$race ) ) )

## [,1] [,2]
## Kaukazusi 96 0.5079365
## Afroamerikai 26 0.1375661

"Eg}
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## Egyéb 67 0.3544974

Megjegyezziik, hogy a teljes relativ gyakorisagi sort a statisztikusok nagyon
gyakran a valtozé megoszlasanak hivjak3.

Vegyiik észre, hogy ebben a specidlis esetben az informéaciétomorités igazabdl
semmilyen informéaciéveszteséggel nem jart: ez a harom szam pontosan ugyanigy
hordoz minden informéciét errdl a valtozérdl mint az eredeti 189 szam! Ez
azonban egy abszolut specialis eset, ami kizardlag a valtozé min6ségi mivoltanak
volt koszonheto.

A gyakorisagi soron kiviil egy mutatészamnak van még értelme ennél a mérési ska-
1anal: a médusznak. A médusz (jele: Mo) nem mds, mint a leggyakoribb* kimenet
(tehat az a kimenet, melyhez tartozé gyakorisig a legnagyobb az adatbdzisban).
Nagyon formalizalva ezt irhatnank:

Mo = arg max f;.

A példankban tehét a rassz moédusza a kaukazusi.

Mar most megjegyezziik, hogy a médusz un. kozépérték, ezen belill is helyzeti
kozépérték; de e fogalmaknak majd a mennyiségi valtozdknal lesz szemléletesebb
tartalma.

Erdemes megfigyelni, hogy itt viszont mdr érvényesiil a kompromisszum a hiiség
és az attekinthetéség kozott! Nyilvan még attekinthetébb, ha a fenti 3 szam
megadasa helyett annyit mondunk, hogy ,,a médusz a kaukazusi’’, de ebben méar
nagyon is lesz informéciéveszteség: nem tudhatjuk, hogy a 189-bdl 189 kaukazusi
vagy 64 (vagy épp 96), és semmit nem tudunk a tobbi kategéria gyakorisdgardl.

Végezetill megjegyezziik, hogy az ordinalitds csak annyit modosit a fentieken,
hogy a gyakorisagi sorban a kategéridk felsorolasi sorrendje kottt® lesz (nomindlis
esetben, mint amilyen a mostani példank is volt, nyilvin érdektelen, hogy milyen
sorrendben adjuk meg a kategéridkat, tetszdlegesen felcserélhettiik volna a
sorokat anélkiil, hogy az érdemi valtozéast okozott volna).

Ami a mutatészamokat illeti, ordindlis esetben elvileg mar definidlhat6 lenne a
median fogalma is, de mivel hasznéalata itt nem tipikus, a bevezetését meghagyjuk
késébbre.

3Valészinliségszamitasban jartasak szdmara nem megleps az elnevezés: ez az eloszlis
mintabeli analégja.

4V6. mode (angol), die Mode (német) a.m. divat; a sz6 egyébként a hasonlé értelmi francia
kifejezésbdl jon.

5Ebbél a kotottségbdl még egy dolog kovetkezik: lesz értelme beszélni arrél is, hogy mennyi
a gyakorisdg egy adott kategdridig. (Nem csak adott kategéridban.) Ez nyilvan értelmetlen
fogalom mindaddig, amig a kategéridk kozott nem értelmeztiink sorrendet. Eppen ezért ekkor
bevezethetd a **kumulédlt gyakorisdg** fogalma (jele f’), mely adott kategéridra nem m4s,
mint a gyakorisdgok Osszege az adott a kategéridig. (A szokdsos definicié szerint: azt is
beleértve.) Tehat formdlisan: f; =3 Hasonloképp beszélhetiink kumuldlt relativ

J:C;<C; i
gyakorisdgrol (jele g’), mint a relativ gyakorisdgok 6sszege adott kategéridig (azt is beleértve),
tehét formalisan g; = Zj:cjgci gj- Nyilvan f;naxj c,=n és g;naxj o, = 1.
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3.3.2. Grafikus eszkozok

A minéségi valtozok grafikus elemzése 1ényegében a gyakorisdgi sor vizualizaldsat
jelenti. Ennek két, gyakorlatban legtipikusabb eszkoze az oszlopdiagram és a
kordiagram. Az el6bbi oszlopok magassagaval, az utébbi korcikkek teriiletével
szemlélteti a gyakorisigokat. (Béar ez utébbi, jellegébél adéddan, igazdbdl csak
relativ gyakorisdgokat tud szemléltetni. Oszlopdiagrammal gyakorisdg és relativ
gyakorisag is szemléltethetd; s6t, a kettd lényegében ekvivalens, csak a fiiggbleges
tengely skdlazédsa lesz més.)

Oszlopdiagramot hasznéltunk Qaref(fig:oszlopdiagram). dbran.

barplot( table( birthwt$race ), "Rassz", "Gyakorisag [f&]1" )
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3.1. dbra. Példa egy mindségi valtozo dbrazolasara oszlopdiagrammal.

Az oszlop- és kordiagramok hasznalata kapcsan megjegyzendd, hogy tudoményos
munkakban altaldban az oszlopdiagram a preferdlt, pszicholégiai vizsgalatok
szerint ugyanis az emberi szem jobban tud linearis mértékeket kezelni és értel-
mezni, mint teriiletet. Az egyetlen megfontolds, ami mégis az oszlopdiagram
ellen szélhat néha, hogy az oszlopok kirajzolasi sorrendje mar implikal egyfajta
sorrendezést (a természetes balrél-jobbra olvasds miatt), ami adott esetben nem
kovetkezik az valtozo tartalmabdl.

Az ordinalitas e téren nem sok valtozast okoz: az oszlopok sorrendje kotott
lesz, illetve abrazolhatéva valik a kumuldlt gyakorisig is (természetesen csak
oszlopdiagrammal).
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3.4. Mennyiségi valtozo egyvaltozos elemzése

Mennyiségi valtozéra jé példa adatbazisunk sziiletési tomeg (bwt) valtozoja, mely
az alany sziiletési tomegét adja meg (és igy ardnyskalan mért, egész pontosan).

3.4.1. Analitikus eszko6zok

Az analitikus eszk6z0k kozil el6szor most is a gyakorisigi sort, majd a kiilonbozé
mutatoszamokat targyaljuk meg.

3.4.1.1. Gyakorisagi sor

Gyakorisagi sor természetesen mennyiségi valtozora is készithetd, de csak mo-
dositasokkal. Annak ugyanis, hogy megszamoljuk, hogy az egyes el6forduld
kimenetekbdl mennyi van, nincs sok értelme (hogy egy példdval illusztréljuk: az
itt tipikus folytonos valtozékndl kénnyen lehet, hogy minden egyes el6forduld
kimenetbdl csak egyetlen egy lesz). A problémdt nyilvin a folytonossdg jelenti,
ami ellen gy védekezhetiink, hogy nem adott értéket felvev} megfigyelési egysé-
gek szamat adjuk meg, hanem adott intervallumba eséek széméat. Igy kapjuk az
osztalykozos gyakorisigi sort. (Az elnevezés arra utal, hogy osztélykozoket
hozunk létre — {gy fogjuk hivni az el6bb emlitett intervallumokat.) A gyako-
risdg, relativ gyakorisdg, kumulalt gyakorisdg és kumuldlt relativ gyakorisdg®
értelmezése valtozatlan. A sziiletési tomeg valtozo osztalykozos gyakorisagi sora
(precizebben szélva: egy lehetséges osztdlykozos gyakorisagi sora; hiszen ez mér
fiiggeni fog az osztalykozok megvalasztasatol is), a kovetkezd:

tab <- table( cut( birthwt$bwt, seq( 500, 5000, 500 ) ) )

cbind( seq( 500, 4500, 500 ), seq( 1000, 5000, 500 ),
## Ci0 Cil fi gi
## (500,1e+03] 500 1000 1 0.005291005
## (1e+03,1.5e+03] 1000 1500 0.021164021
## (1.5e+03,2e+03] 1500 2000 14 0.074074074
## (2e+03,2.5e+03] 2000 2500 40 0.211640212
## (2.5e+03,3e+03] 2500 3000 38 0.201058201
## (3e+03,3.5e+03] 3000 3500 45 0.238095238
## (3.5e+03,4e+03] 3500 4000 38 0.201058201
## (4e+03,4.5e+03] 4000 4500 7 0.037037037
## (4.5e+03,5e+03] 4500 5000 2 0.010582011

Itt C,, és C;; az i-edik osztdlykoz alsé és fels§ hatarat jeloli, rendre. (Az
megallapodés kérdése, hogy a hataron 1évé megfigyelési egységeket, példaul
egy pont 2000 grammos Gjsziilottet hova sorolunk, ennek természetesen csak a

kerekitésbél adédé diszkrétség miatt van egyéltalan jelentdsége.)

6Emlékezziink vissza, hogy a magasabb mérési skila minden alacsonyabb tulajdonsigaval
bir, igy természetesen az Osszes, alacsonyabb mérési skalan értelmezett médszer a magasabb
mérési skalak esetében is alkalmazhaté.

tab,

prop.-
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Vegyiik észre, hogy ez a megoldas lényegében azt jelenti, hogy a mennyiségi
valtozénkat elsé 1épésben ,lefokozzuk’’ mindségi valtozova, és utdna alkalmazzuk
— mint teljesen kozoénséges mindségi valtozora — a korabban megismert modszert.

Eloljaréban jegyezziik meg, hogy itt mar a gyakorisagi sor — szemben a mindségi
esettel — igenis informécidvesztéssel jar: lehet 14 0jsziilott 1501 grammos, és
lehet mind a 14 1999 grammos, mindkét esetben ugyanigy a fenti osztalykozos
gyakorisdgi sort kapjuk. Az informéciévesztés mértékét nyilvan az osztdlykozok
hossza (a felosztés ,finomsiga’’) fogja meghatarozni.

A sor el6tti zardjeles megjegyzésiink mar utal arra, hogy mi az osztalykozos
gyakorisagi sorok hasznalatanak legnagyobb kihivasa: az osztalykozok helyes
megvalasztasa. Az informacioveszteség minimalizalasa szempontjabdl nyilvan
a minél szlikebb osztalykozok a jobbak, viszont tulzasba ezt sem lehet vinni,
kiilonben értelmét veszti az egész eszkoz, azaltal, hogy megsziinik a lényegkiemeld
jelleg. (Ha egyre jobban és jobban sziikitjiik az osztalykozoket, akkor egy id6 utdn
visszajutunk oda, hogy az intervallumok tilnyomé részében 0 lesz a gyakorisag,
a tobbiben pedig 1-1 — azaz lényegében visszakapjuk a minta ,felsoroldsat’”.)
Az egyetlen dolog, ami univerzalisan segit ezen, az a mintanagysag noévelése
(hiszen lehet&vé teszi az osztélykozok sziikitését gy, hogy kozben varhatéan
nem csoOkken az egy osztélykozbe esé megfigyelési egységek szdma).

Raadésul az osztépontok megvalasztasa nem csak az informaciéveszteség szem-
pontjabdl fontos. Az, hogy a gyakorisdgi sor milyen képest sugall szamunkra
a vizsgalt valtozordl — sajnos — nagyban valtozhat akar az osztépontok nem
tal lényeges athelyezésének hatdsara is, kiilonosen kis mintanagysagnal. Ep-
pen ezért jelent a gyakorlatban komoly kihivast az osztalykoézok hatarainak jo
megvalasztasa.

Hogy ezt hogyan tegyiik meg, arra alapvetéen két lehetéségiink van. Az egyik
ut az, hogy targyteriileti informaciékat haszndlunk fel, azaz megprébalunk — az
adott valtozé jelentését is figyelembe véve — szakmailag értelmes, tartalommal
bird osztépontokat taldlni. (A fenti gyakorisdgi sor példa erre, hiszen kerek,
emberi szem szdméara kényelmesen értelmezhet osztépontokat vettiink fel.) A
mésik lehetéség, hogy tisztén statisztikai alapon (tehdt a valtozé térgytertileti
jelentésének felhasznaldsa nélkiil) dontiink — vannak moédszerek, melyek pusztan
a megfigyelések statisztikai jellemzdi (nagysdg, szorddés stb.) alapjan igyekeznek
Hkitalalni’’, hogy hova érdemes rakni az osztépontokat ahhoz, hogy a lehetd
leginformativabb gyakorisagi sort kapjuk. Példanak okéért, az egyik ilyen ismert
analitikus szabaly a Sturges-szabdly, ami azt javasolja, hogy [log2 n—+ 1-| darab
azonos szélességli osztalykozt vegylink fel a mintaminimum és -maximum kozott.

3.4.1.2. Mutatdészamok

A mutatészamok a megfigyelések valamilyen jellemz&jét probaljak meg egy-egy
szamba tomoritve megragadni. A kovetkezékben aszerint csoportositva mutatjuk
be 6ket, hogy mi ez a megragadott jellemzo.
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3.4.1.2.1. Kozépértékek (centrailis tendencia) Centralis tendencia alatt
azt értjik, hogy mi az az érték, ami korul csoportosulnak a megfigyelések.
Figgben a konkrét mutatétol, olyanokra gondolhatunk ez alatt, mint ,kozepes’™,
Htipikus” vagy ,atlagos’’ érték. A legtobb statisztikai alkalmazds szempontjabol
ez a legfontosabb jellemzdje a viltozdénak, ezért ha csak egyetlen szammal
jellemezhetjiik a valtozot, az tipikusan a centralis tendencia valamilyen leirdja lesz.
Ezeket a mutatészamokat altalaban kozépértéknek vagy helyzetmutatonak
nevezik.

A centralis tendencia legismertebb mutatéja a (szdmtani) atlag, jele Z. Defini-
ciészerlien nem mas, mint az az szam, amivel helyettesitve minden megfigyelési
egység értékét, az tn. értékosszeg (a valtozd megfigyeléseinek Gsszege) valtozatlan
maradna:
n
Eizl L .

n

T =

Azonnal lathaté, hogy ennek akkor van értelme, ha a kiilonb6z6 megfigyelések
szdmtani 6sszege valamilyen értelmes tartalommal bir. (Van példdul értelme
beszélni egy osztaly atlagos testtomegérdl, hiszen a testtomegek Gsszege értelmes
kifejezés, megadja példaul, hogy mennyit mutatna egy mérleg, ha mindenki
raéllnd.) Ha azonban a valtozd olyan, hogy nem az megfigyelések osszegének
van értelme, akkor a szamtani atlag hasznélata félrevezetd lehet, és massal kell
helyettesiteni — példaul, ha a megfigyelések Gsszege helyett azok szorzata a
targyteriiletileg értelmes, akkor az tin. mértani 4tlaggal. (Tipikus példa erre
az, ha a valtoz6 valamilyen novekedési iitemet jelent idében. Ha egy alany
testtomege egy évben 1,2-szeresére nott, rakévetkez6 évben pedig 1,3-szeresére,
akkor az ossznovekedés nyilvan nem a névekedések Osszege (1,2 4+ 1,2 = 2,4),
hanem azok szorzata (1,2 1,2 = 1,44) lesz.)

A sziiletési tomegek atlaga 2944.5873016 gramm, ami azt jelenti, hogy az adat-
bézisban szerepld ujsziilottek Ossz-testtomege akkor maradna valtozatlan, ha
mindegyikiik 2944.5873016 gramm lenne.

Az édtlag un. szdmitott kozépérték, mivel valamilyen szdmszerii 6sszefiiggésben
van a megfigyelések értékeivel.

Az atlag elénye, hogy rendkiviil kézismert, mindenki szaméra kényelmesen kezel-
het8, szokdsos gondolkodasunkhoz kozel 4116 mutaté. (Ez olyannyira erds tényezo,
hogy nagyon sok orvosi publikacié még akkor is erdlteti az atlag hasznalatat,
amikor az — a mindjart részletezendé okokbdl — nem célszerti.)

Az atlag legnagyobb hatranya, hogy nem robusztus. Egy statisztikai mutato-
szam robusztussaga azt méri, hogy mennyire érzékeny arra, ha a mintaban a
tobbi értéktol, a csoportosulds alaptendencidjatol jelentosen eltérd érték vagy
értékek vannak. Az ilyen megfigyeléseket egyébként nagyon gyakran outliernek
is nevezik. (,,Erzékenység” alatt azt értjiik, hogy a mutatét mennyire tudja
befolydsolni, eredeti értékétdl eltériteni ilyen outlierek jelenléte.) Az &tlag ilyen
szempontbdl extrém rossz mutatd: egyrészt barmelyik megfigyelés barmilyen
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megvaltozasa modositja az atlag értékét, de ami az igazan nagy baj, hogy ha
egyetlen megfigyelés is tart a végtelenhez, gy az atlag is tart a végtelenhez,
fliggetleniil az 6sszes tObbi megfigyeléstol, és fliggetlentl a minta nagysagatol.
Mindez azt mondja nekiink, hogy ha csak egyetlen outlier is van a mintaban, mar
az is képes arra, hogy teljesen értelmetlenné tegye az atlagot. (Hiszen ha van
egy ilyen outlier a mintaban, akkor az atlag pont hogy nem a minta ,koézepes’’
értékét fogja mutatni, hanem egyre inkdbb az outlierét, minél jobban kildg.)

Megjegyezziik, hogy pontosan emiatt az atlag hasznalata a centralis tendencia
jellemzésére nem csak gyakorlati szempontbdl lehet problémés (adatrogzitési
hibakbol, adatbazis-sériilésekbdl eredeti outlierek), hanem elméletileg is ellenja-
vallt, ha a véaltozé olyan, hogy fel kell késziilni kis szdmu, de a tobbitél lényegesen
nagyobb vagy kisebb megfigyelés jelenlétére. (Ez fordulhat el — mindenféle
adatrogzitési és egyéb hiba nélkiil is! — példaul n. aszimmetrikus eloszldsoknél,
melyekrél késébb fogunk részletesebben beszélni.)

Epp ezen a robusztussigi problémén igyekszik javitani a trimmelt (vagy
nyesett) atlag: ezt ugy kapjuk, hogy elhagyjuk a legkisebb és legnagyobb
adott szamu elemet, és csak a maradékot atlagoljuk ki. Tipikusan az elhagyott
megfigyelések szdma alul és felill is a mintanagysag 2,5%-a; ebben az esetben 5%-
os trimmelt dtlagrél beszéliink. (Bér elsére ez szokatlan mutaténak tiinhet, és a
tudoméanyos irodalomban tényleg ritkdbban is hasznéljak, de szdmos pontozasos
sportdgban épp ilyen elven alakitjék ki a zstiri ,atlagos’’ pontszamat.) A sziiletési
tomegek 5%-os trimmelt atlaga 2957.4152047 gramm, ami egytttal azt is mutatja,
1évén, hogy kozel van a szokasos atlaghoz, hogy a sziiletési tomegek ardanylag
szimmetrikus eloszldstiak, vélhetéen komoly outlier nélkiil.

Alapvetéen mas megkozelitését jelenti a centralis tendencia megragaddsanak a
median hasznédlata, melynek jele Me,. A medidn nem mds, mint a nagysag sze-
rint sorbarendezett megfigyelések koziil a kozépss. (Amennyiben a mintanagysig
paros, ugy nyilvan két , kozépsd’’ is van, ez esetben megallapodés kérdése, hogy
mit neveziink medidnnak; vehetjiikk példdul a kett atlagat.) Ugy is szoktak
fogalmazni, hogy a median felez6pont, az az érték, amir6l elmondhato, hogy

alatta és felette is egyarant ugyanannyi mintaelem (az Gsszes fele-fele) taldlhato.

Ertelemszerti, hogy a medidn szintén a centralis tendenciét jellemzi, csak épp
kevésbé megszokott mdédon, mint az atlag — ez egyuttal hasznalatanak egyik
f6 gétja is: sok ember szdmdra a medidn tartalma (és egyéltaldn, értelme)
kevésbé ismert, igy e mutaté nem annyira jél kezelhet6. Elénye viszont a
robusztussag, ilyen szempontbdl az atlaggal szemben a masik végpontot képviseli:
mig az atlag extrém érzékeny volt, addig a medidn extrém robusztus. A minta
minden medidn feletti értéke (az egyszeriiség kedvéért most gondoljunk pératlan
mintanagysigra) tetszélegesen megnovelhetd (akir az Osszes egyszerre is), vagy
a medidn alatti értékek tetszélegesen lecsokkenthetéek (akér az Osszes egyszerre
is), vagy akar a kettd egyiitt is, a median értéke nem vdltozik! Hatranya, hogy a
j6 robusztussidgért cserében kevesebb informéciét hasznal fel a mintabol”; ezt

"Igy méar az is érthetd, hogy a trimmelt atlag egyfajta kompromisszumnak tekinthetd a
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9

épp a mintaértékek meglehetdsen szabad ,allitgathatésdga’” mutatja. (Hogy
ez miért baj, az precizen csak induktiv statisztikai keretben lehet megérteni,
az ottani targyalds utdn maér értheto lesz, hogy mit jelent az, hogy a median
kevésbé hatdsos becsld mint az dtlag.) A tanulsig az, hogy ha feltehetd, hogy
a hattéreloszlas szimmetrikus-kozeli, akkor érdemes atlagot hasznalni, ha nem,
vagy outlierek jelenlétére is fel kell késziilni (azaz indokolt robusztus statisztika
haszndalata), akkor jobb a medidn ilyen szempontbdl.

A sziiletési tomegek medidnja 2977 gramm, azaz a 2977 gramm az a testtomeg,
amirdl elmondhaté, hogy az 0jsziilottek fele kisebb ennél, fele nagyobb.

Ahogy a median a minta ,felez6pontja’’ ugyanigy definidlhaték altalanos osz-
tépontok; ezeket kvantiliseknek nevezziik. A p-kvantilis (0 < p < 1) az az
érték, amir6l elmondhaté, hogy a megfigyelések p-ed része kisebb néla, (1 — p)-ed
része nagyobb néla. (Tehdt a medidn az 1/2-kvantilis.) Gyakorlati szempontbdl
nagyobb jelent6sége van még a negyedelépontoknak, melyek neve kvartilis.
Ilyenbdl tehédt nyilvdn hdrom van: a p = 1/4,2/4 = 1/2,3/4-kvantilis, ezek koziil
a kozéps6 persze ugyanaz mint a medidn. A mdésik kettot alsé és felsé kvartilis-
nek szoktak nevezni, és );-gyel, illetve Q5-mal jelolik. Tehat példaul @) az a
szam, amire igaz, hogy a minta egynegyede (darabszdmra) nala kisebb értéki,
haromnegyede néla nagyobb. Ezek val6jaban mar nem is a centralis tendenci-
at, hanem altalaban az eloszlas alakjat mutatjak, mégpedig robusztus médon
(ugyanazon okbdl, mint amit a medidnndl is lattunk). Ritkdbban, de szoktdk
haszndlni ugyanerre a célra a tizedelépontokat, neviik decilis (Dy, D, ..., Dg) és
a szazadolopontokat, neviik percentilis (Py, P, ..., Pyg).

A modusz hasznédlatanak a folytonossdg miatt dltaldban nincs értelme mennyiségi
valtozé esetén, ahogy azt méar emlitettiik is. Ertelmet csak az ad neki, ha
diszkretizaljuk (csoportositjuk) az adatokat, ahogy az a gyakorisagi sorral tortént
is. Ilyenkor mar van értelme moduszrél beszélni, persze ekkor mar csak osztalykoz
szintjén — szokas ezt modalis osztalykoznek is nevezni. Példaul a sziiletési
tomegek fent kozolt osztalykozos gyakorisdgi sordban (ne feledjiik, itt mar az is
szdmit, hogy melyik osztalykozos gyakorisdgi sorra vonatkozéan adjuk meg!) a
modalis osztalykoz a 3000-3500 gramm.

A médusz és a medidn Uun. helyzeti kozépérték, mivel nem szamitas ered-
ményeként adédnak, hanem a tébbi megfigyeléshez képest elfoglalt helyzetiik
tlnteti ki Gket.

Ennek kapcsan azt is megjegyezziik, hogy dtlagot, medidnt (és dltaldban minden
egyéb mutatdszamot is) lehetséges osztalykozos gyakorisagi sorbdl (a nyers
mintaelemek ismerete nélkiil is) szdmolni, persze ekkor mér csak kozelit6 jelleggel.

3.4.1.2.2. Sz6rédas Szoérddasnak nevezziik azt, hogy a megfigyelések milyen
szorosan csoportosulnak azon érték koriil, ami koriil csoportosulnak (14sd a

kett6 kozott, ti. a robusztussdg és a mintaértékek mind teljesebb kihasznaldsa kozott. Az
is észrevehet8, hogy bizonyos értelemben ez rdaddsul dltaldnositja is a két mutatot: a 0%-os
trimmelt 4tlag épp a ,hagyomdnyos” atlag, a 100%-os trimmelt 4tlag pedig épp a medidn.
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centralis tendencidt!), més széval mennyire ingadoznak a megfigyelések, mekkora
valtozékonysag van benniik. A gyakorlatban ez a méasodik legfontosabb kérdés:
ha csak egy jellemz6t adhatunk meg, akkor az a centralis tendencia lesz, de ha
kettot, akkor megadjuk azt is, hogy mekkora a szordédas.

A minta szérédasinak legegyszertibb mérészdma a legkisebb (Min) és a leg-
nagyobb (Max) mintaelem értéke, a mintaminimum és mintamaximum,
illetve kettejiik kiilonbsége, melyet terjedelemnek neveziink és R-rel jeloliink:
R = Max — Min. Ezek elonye, hogy teljesen egyértelmii a tartalmuk, hatra-
nyuk, hogy rendkiviil érzékenyek arra, hogy konkrétan milyen mintat vettiink a
sokasagbol, ezért kovetkeztetési célokra nem is szoktak alkalmazni.

A sziiletési tomegek mintaminimuma 709 gramm, mintamaximuma 4990 gramm,
igy e valtozo terjedelme 4281gramm.

A leggyakoribb dltalanos céld mutatdja a szérédasnak a szords, jele dltaldban s,
vagy o,. (A kettd neve nem keverendd: a ,sz6rédés’’ a jellemz0, a ,sz6rds’” egy
lehetséges mutatdszama a széréddsnak.) A szérds nem mads, mint a megfigyelések
atlagtol vett atlagos eltérése. Ez utdbbi atlag alatt négyzetes atlagot értve —
egyszerl szamtani atlag nem lenne j6, hiszen azzal a pozitiv és negativ iranytu
eltérések csokkentenék (sét, belathatd, hogy kioltandk) egymds hatdsdt. Azaz:

o (@ — z)? .

n

Ennek a négyzetét szokas szérasnégyzetnek vagy variancidnak nevezni. Desk-
riptiv esetben néha inkdbb mintaszorast illetve mintavariancidt mondanak (hogy
a megfeleld valdszinliségszamitasi fogalomtdl megkiilonboztessék).

A fent definidlt mutatot szokés precizen korrigdlatlan mintaszérasnak nevezni,
ezzel szemben a korrigalt mintaszoras:

A kiilonbségiik oka csak a kovetkeztetd statisztikdban valik vildgosséd (a korri-
galatlan mintavariancia, els6 ranézésre talan meglepé moédon, nem torzitatlan
becsléje a sokasdgi variancidnak).

A sziiletési tomegek korrigdlt mintaszérdsa 729.2142952 gramm, tehat az 0j-
sztlottek testtomegeinek atlaguk koriil vett ingadozdsdnak (négyzetes) atlaga
729.2142952 gramm.

A széras hétranya, hogy — az dtlaghoz hasonléan — nem robusztus mutato.
(Egyrészt azért, mert maga is az eltérések négyzetét hasznalja, ami érzékeny a
kilogd értékekre, masrészt azért, mert a eltéréseket a nem-robusztus atlagtol
veszi.) Egyik lehetséges megoldéas az interkvartilis terjedelem (jele IQR)
haszndlata, ami a fels6 és az alsé kvartilis kiillonbsége:

IQR = Q5 — Q.
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Az interkvartilis terjedelem a robusztus kvartiliseken alapul, igy robusztus mutato,
és konnyen lathatd, hogy tartalmilag a szérédast jellemzi, hiszen minél jobban
szérodott az eloszlas, anndl tavolabb lesz az alsé és a felsé negyedelSpontja.

A sziiletési tomegek interkvartilis terjedelme 1073 gramm, tehét az a tomeg, ami
folott az Gjsziilottek egynegyede (és alatta haromnegyede) van, 1073 grammal
nagyobb anndl a tomegnél, ami f6lott az Gjsziilottek haromnegyede (és alatta
egynegyede) van.

A masik lehet6ség a szérds ,,megjavitdsa’, olyan médon, hogy az eltéréseknek
nem a négyzetét, hanem az abszolut értékét vessziik. (Ezzel a kapott mennyiség
matematikai kezelhet6ségét rontjuk, hiszen a négyzetreemelés jobban kezelhetd
matematikai objektum, de a robusztussagot néveljitk.) Tovdbbi javitasi lehetGség,
ha az eltéréseket nem az atlagtél hanem a mediantél vessziik, és nem is atlagoljuk
6ket, hanem a medidnjukat képezziik. A mutaté neve, ami mindhdrom ,,tritkkkot”
beveti: medidn abszolut eltérés, jele M AD, tehat

MAD = Me (|Jz; — Me (z)]) .

(A szakirodalom itt nem teljesen egyértelmii: néha M AD-nak nevezik azt a
mutatot is, ahol csak az els6 javitast csindljak meg, tehat abszolutértéket vesznek,
de azokat tovdbbra is csak atlagoljdk, és az eltéréseket is az dtlagtdl veszik.)

A sziiletési tomegek median abszolat eltérése 563 gramm, tehat az Gjszilottek
testtomegeinek medidanjuk koriil vett (abszolut) ingadozdsinak medidnja 563
gramm.

3.4.1.2.3. Alakmutaték A fenti két jellemz6n tilmenden néha egyéb, még
inkabb részletekbe mend jellemz6it is haszndljdk egy valtozo leirdsanak. Egy
tipikus példa erre a szimmetria: egy eloszlas szimmetrikus, ha a centralis
tendencia helyét6l mindkét irdnyban nagyjabdl hasonlo a lefutdsa. (Vegytik észre,
hogy ez nem kovetkezik még abbdl sem, ha két valtozora ugyanaz a centralis
tendencia, és ugyanaz a szorodas: ettél még az egyik lehet szimmetrikus, mig
a masik nem.) A nem szimmetrikus eloszldsokat szokds ferde eloszldsoknak is
nevezni; ezen belill is szoktak balra ferde (jobbra hosszan elnyild) és jobbra ferde
(balra hosszan elnytld) eloszldsrdl beszélni, attél fiiggéen, hogy melyik irdnyban
nagyobb a szérédas. Tovabbi kérdések is felmeriilnek, mint a csdcsossag, a
multimodalitas stb. — ezekkel és a tovabbiakkal azonban részletesen itt nem
foglalkozunk.

3.4.2. Grafikus eszkozok

A grafikus eszk6zok koziil elészor a hisztogramot, utdna roviden a magfiiggvényes
stirliségbecslot, majd végiil a boxplotot targyaljuk meg.

3.4.2.1. Hisztogram

A hisztogram leegyszeriisitve nem mas, mint az osztalykdzos gyakorisagi sor
abrézolasa oszlopdiagramon, annyi specialitassal, hogy az oszlopokat kozvetlentil
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egymas mellé rajzoljuk, hely kihagyasa nélkiil (3.2. abra).

hist( birthwt$bwt, "Sziiletési toémeg [gl", "Gyakorisag [fd8]", ey
rug( birthwt$bwt )
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3.2. dbra. Példa egy mennyiségi valtoz6 abrazoldsara hisztogrammal.

Az &bran 14that6, hogy az oszlopok hatdrai kijelolik az osztalykozoket (ezek
természetesen nem feltétlentil azonos szélességiliek); adott osztalykoz f6lé pedig

i
n-h,

K2

magassagu oszlopokat rajzolunk, ahol h; az adott osztalykoz szélessége. Ezen az
abran feltiintettiik (alul, apré tiiskékként) magukat a nyers megfigyeléseket is
(,rugplot’”).

A hisztogram a legnépszer(ibb adatvizualizaciés médszer mennyiségi valtozdkra.
Ahogy mar utaltunk is ra, hatalmas elénye, hogy a vizualisan kozolt informacid
rendkiviil jol feldolgozhatd az emberi agy szamara: a fenti hisztogram alapjan
szinte ,ranézésre’’, egyetlen pillantdssal jo képiink alakul ki a centralis tenden-
ciardl, a szérédasrél, sét, az eloszlas alakjanak finomabb jellemz6irdl is. Egy
atlagot még el sem olvastunk, amikorra a hisztogram alapjan mar olyan finom
jellemz&krol, mint az eloszlas szimmetridja is képiink van.

Hétranya, hogy kevésbé objektiv (mint a grafikus médszerek dltaldban) — ha pél-
daul két valtozdt Gssze kell hasonlitanunk, akkor két dtlaggal (azaz két szdmmal)
az értelemszertien konnyebben megtehet6 mint két hisztogrammal.

A legnagyobb kihivas azonban az osztalykozok helyes megvalasztisa. Ez a problé-
ma teljesen ugyanaz, mint amit az osztdlykozos gyakorisagi sornal is kifejtettiink.



30 3. FEJEZET. DESKRIPTIV STATISZTIKA

S6t, itt taldn még jobban szemléltethets: @aref(fig:hisztogramvalasztasok). ab-
ran ugyanazt az adatsort abrazoltuk, csak épp az optimdlisnal lényegesen tobb,
illetve lényegesen kevesebb osztalykozt hasznalva is.

par( cC1, 3))
hist( birthwt$bwt, 3, "Sziletési tomeg [gl", "Gyakorisag",
hist( birthwt$bwt, "Sziiletési toémeg [gl", "Gyakorisag",
hist( birthwt$bwt, 30, "Sziletési toémeg [gl", "Gyakorisag",
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3.3. abra. Ugyanazon adatsor abrazolasa kiilonféle szamu osztalykozt tartalmazo
hisztogrammal.

Itt érzékelhetd igazan, hogy miért probléma az is, ha til finom, és az is, ha tl
durva felosztést valasztunk (adott, rogzitett mintanagysdg mellett!). Amennyiben
az osztalykozok szama til kevés, akkor sok informéciét vesztiink: az eloszlasrol
kapott kép Gsszemossa a finomabb részleteket (bal oldal). Ugy is szokték mondani:
nagy lesz a torzitas. Ha viszont tul sok osztalykozt valasztunk, akkor rendkiviil
esetlegessé valik, hogy egy osztalykozbe hany mintaelem esik, nagyon ingadozo
lesz a magassédg (jobb oldal), igy szoktdk mondani: nagy lesz a variancia. (Ez itt
a sok mas helyen is megjelend torzitas-variancia trade-off egy példdja.) Ahogy
sokszor elmondtuk: valamiféle optimumot kell talalni a ketté kozott. Ennek
modszereirol az osztalykozos gyakorisdgi sornal mar irtunk.

Az osztalykozoket tobbféleképp is megadhatjuk R-ben:

1. Explicite megadjuk az osztalykozok hatérait: hist( birthwt$bwt,
breaks = c( 500, 1500, 2000, 2500, 2750, 3000, 3250, 3500,
5000 ) ).

nn )

u)

nn )
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2. Megadjuk az osztdlykozok szamat: hist( birthwt$bwt, breaks = 10
).

3. Megadjuk a szabaly nevét, amivel kérjitk az osztalykozok szamanak kisza-
moldsat: hist( birthwt$bwt, breaks = "Sturges" ).

4. Sajat figgvényt adunk meg, mely vagy az osztalykozok szamat, vagy a
hatéarait kiszamolja az adatok alapjan.

3.4.2.2. Magfiiggvényes stiirtiségbecsl6

A hisztogrammal kapcsolatos egyik probléma az el6bb emlitett érzékenység az
osztalykozok megvalasztasira. Emellett felvethet6 az is, hogy a hisztogram
szakaszonként konstans becslést ad, ami zavard lehet (kiilondsen, ha kicsi a
mintanagysag, és emiatt nem tudunk sok osztalykozt felvenni). Ez utébbit
kikiiszoboli, és sok gyakorlati esetben az elébbit is enyhiti a magfiiggvényes
stirtiségbecsld alkalmazasa. Ennek matematikai részleteivel most nem foglalko-
zunk, megelégsziink annyival, hogy a hisztogramhoz hasonlbéan az eloszlas alakjat

becsli, 4m a hisztogramtdl eltéréen nem szakaszonként konstans gorbével (3.4.
abra).

plot( density( birthwt$bwt ), "Sziletési tomeg [g]", "Siiriiség", ")
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3.4. abra. Példa egy mennyiségi valtozé abrazolasara magfiiggvényes stirliség-
becslével.

Sajnos az osztalykozok megvédlasztdsanak probléméja teljesen nem oldédik meg,
a magfiiggvényes slirliségbecslének is van ugyanis allithaté paramétere (magfiigg-
vény, és kiilonosen az tn. sdvszélesség). Ennek optimalis megvalasztdsa szintén
probléma lehet, kiilondsen, ha nagyon egyenetlen a mintaelemek eloszlasa.
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3.4.2.3. (Tukey-féle) boxplot

Végiil egy egész mas elven felépiil6, de szellemes, és a gyakorlatban is nagyon
hasznos vizualizéciés moédszerrel ismerkediink meg, a (Tukey-féle) bozplottal
(vagy ritkdn hasznalt magyar nevén: dobozdbraval).

A boxplot nem méas, mint egy szamegyenes f6lé rajzolt téglalap, mely egy adott
valtozot reprezentdl tgy, hogy a téglalap alsé széle az alsé kvartilisnél (Q4-nél),
a fels§ széle pedig a felsé kvartilisnél (Q4-nédl) van. A téglalapon beliil egy
vastagabb fiiggéleges vonal is 14that6, ez a medidnnal taldlhaté (3.5. dbra).

boxplot( birthwt$bwt )

1000 2000 3000 4000 5000

3.5. dbra. Példa egy mennyiségi valtoz6 abrazolasara boxplottal.

A boxplotbol két ,antenna’’ nyulik ki felfelé és lefelé. A boxplot alapvaltozataban
ezek a mintaminimumig és mintamaximumig nytlnak ki, de a némileg haladébb
megval6sitdsban (amit a fenti dbra is mutat) az alsé antenna nem a minimumig
terjed, hanem a legkisebb elemig, ami nem kisebb, mint Me—a«-IQ R; hasonléképp
a fels6 antenna nem a maximumig terjed, hanem a legnagyobb elemig, ami nem
nagyobb mint Me+ - TQR. (« egy elére megadott konstans, tipikusan o = 1,5.)
Azokat az elemeket melyek ezen kiviil helyezkednek el, kiilon szimbdélum, példaul
kis karika jeloli. E mogott az a megfontolas, hogy igy a boxplot egyszeri
outlier-sziirést is lehetévé tesz: azok az elemek mindsiilnek outliernek, melyek az
antennakon kiviil helyezkednek el.

A boxplot jéval nagyobb informaciétomoritést hajt végre mint akar a hisztogram,
akar a magfiiggvényes becslé — ez részint hatranya, bar ennek ellenére gyakorlott
szem szamara igy is meglehetdsen jé informaciét hordoz az eloszlas alakjarol.
Azonban ugyanez elénye is, hiszen kompakt (ami kiilénosen jol jon akkor, ha
példaul tobb csoportot kell dsszehasonlitani), valamint tovabbi nagy el6nye,
hogy — szemben mind a hisztogrammal, mind a magfiiggvényes becslével —
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semmilyen paraméter hangolasdt nem igényli, igy kinézete teljesen egyértelmiien
meghatarozott.

3.5. Miné6ségi valtozok kétvaltozos elemzése

Min6ségi valtozdk kapcsolatat asszociaciénak szokis nevezni a statisztikaban.
Erre j6 példa adatbazisunk rassz (race) és irritabilis méh (ui) valtozoi, mely az
alany rassz szerinti hovatartozasat és az irritabilis méh szindréoma fennallasat
adja meg.

3.5.1. Analitikus eszkozok

Ahogy mar megbeszéltiik, a kétvaltozds vizsgidlatok sava-borsa az lesz, hogy
a valtozok kapcsolatdrol is képesek lesziink nyilatkozni. Ahhoz, hogy precizen
definialjuk, hogy mit értiink kapcsolat alatt, els6ként bemutatjuk az konting-
enciatablat (vagy kombindcids tablat vagy kereszttablat), mely egyuttal az
egyik legfontosabb analitikus eszkoz is lesz két mindségi valtozé kapcsolatanak
vizsgalatdban. Ezt kovetéen nagyon roviden beszéliink a kapcsolat jellemzésére
hasznalhaté mutatdszamokrol is.

3.5.1.1. Kontingenciatabla

A kontingenciatabla egy olyan tdblazat, melynek soraiban és oszlopaiban a két
valtozé lehetséges kimenetelei vannak, az egyes cellikban pedig azon megfigyelési
egységek darabszdma (tehat gyakorisdga), melyek a cella sora és oszlopa szerinti
kimenetiiek a sorhoz illetve az oszlophoz rendelt valtoz6 szerint. Példaul, a rassz
és az irritabilis méh kontingenciatabldja igy néz ki:

table( birthwt$race, birthwt$ui )

#it

#it 0 1
##  Kaukdzusi 83 13
#i# Afroamerikai 23 3
##  Egyéb 55 12

Tehat példaul 83 olyan megfigyelési egység van az adatbazisban, ahol az anya
rassza kaukazusi és nincs irritabilis méh szindrémaja 12 egyéb rasszu, és irritabilis
méh szindréméban szenvedd alany van, és igy tovabb.

A kontingenciatabla szigorian véve csak a 3 x 2 darab gyakorisagot jelenti; de
néha 6sszegzd sorokat vagy oszlopokat irunk mellé:

tab <- table( birthwt$race, birthwt$ui )
rbind( cbind( tab, margin.table( tab, 1 ) ), cbind( t( margin.table( tab, 2 ) ), margin.table( te

#i# 0 1
## Kaukazusi 83 13 96
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## Afroamerikai 23 3 26
## Egyéb 55 12 67
it 161 28 189

Ezek neve: perem- vagy vetiileti gyakorisag. (Mindkét elnevezés logikus:
perem, hiszen a kontingenciatabla peremére kell ezeket rairni, és vetiileti, hiszen
ugy kaphatjuk, hogy a kontingenciatablat levetitjiik vizszintesen vagy fiiggélege-
sen ,levetitjiik’, vetités alatt most azt értve, hogy az egymasra ,vetiilé” elemeket
osszeadjuk.) A 189 a mintanagysig.

A fenti gyakorisdgokon til természetesen relativ gyakorisdgokrol is beszélhetiink.
hogy mindegyik celldt leosztjuk a mintanagysiggal, példdul a bal felsd 83/189 =
43,9% lesz. Ez az irritabilis méh szindréméban szenvedd kaukdzusiak ardnya
a teljes mintan beliil. A relativ gyakorisdgokkal kitoltott kontingenciatabla
peremei a relativ peremgyakorisagok (vagy relativ vetiileti gyakorisdgok).
Szokds ezt peremmegoszlasnak vagy vetiileti megoszlasnak is nevezni. (Az
elnevezés nem meglepé: mar kordbban is utaltunk ra, hogy egy teljes relativ
gyakorisdgi sort a statisztikusok dltaldban megoszldsnak neveznek.)

Kontingenciatébla esetén azonban van egy masik — logikus — méd arra, hogy
relativ gyakorisdgot értelmezziink: a 43,9% megadja, hogy az Osszes alany
mekkora hanyada kaukazusi és irritabilis méh szindromaban nem szenvedd,
de minket érdekelhet az is, hogy az (0sszes helyett) csak az irritdbilis méh
szindromaban nem szenved6k mekkora hinyada kaukdzusi. Azaz: a 83-at nem a
189-cel, hanem a 161-gyel osztjuk le: 83/161 = 51,6%. Ezt nevezziik feltételes
relativ gyakorisagnak. Azért feltételes, mert ez egy relativ gyakorisig azon
feltétel mellett, hogy valaki nem szenved irritabilis méh szindroméban. Mas szdval:
ha feltessziik, hogy az alanyaink nem szenvednek irritabilis méh szindrémaban
akkor kozottiik 51,6% a kaukdzusiak ardnya. Ez természetesen kiszamolhato a
rassz valtozé mdsik két kimenetére is; az igy kapott 51,6%—14,3%—34,2% egy
teljes (csak épp feltételes) relativ gyakorisdgi sor, 6sszege nyilvan 100%. Szokds
ezt a sorviltozd (esetiinkben a rassz) feltételes megoszlasinak is nevezni, az
a oszlopvaltozd (esetiinkben az irritdbilis méh) adott értéke (esetiinkben: ‘igen’)
mint feltétel mellett. Természetesen ugyanezek kiszamolhatoak a jobb oldali
oszlopra is, ez magyarul azt jelenti, hogy az irritabilis méh nem’ kimenetére
feltételezliink. Az eljards ugyanez, azzal a kiilénbséggel, hogy a jobb oldali
szamokat nyilvan 28-cal kell leosztani. A feltételes relativ gyakorisag tehat nem
mas, mint a gyakorisag adott peremgyakorisdggal osztva.

Természetesen nem csak az oszlopvaltozora feltételezhetiink! Pontosan ugyanigy
van értelme beszélni az oszlopvaltozd feltételes eloszlasardl a sorvaltozd adott
értéke, mint feltétel mellett. Példaul kijelenthetjiik, hogy annak feltételes relativ
gyakorisdga, hogy egy alany nem szenved irritabilis méh szindréméaban 83/96 =
86,5% azon feltétel mellett, hogy kaukdzusi a rassza. Hasonléan tovdbbmenve
azt is mondhatjuk, hogy az irritabilis méh fennéllasdnak feltételes megoszlasa
azon feltétel mellett, hogy az alany kaukdzusi, 86,5%-13,5%.
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Osszefoglalva, egy cellahoz négyféle szamot is rendelhetiink, a bal felsé példjan:
83 (gyakorisdg), 43,9% (relativ gyakorisdg), 51,6% (feltételes relativ gyakorisdg
azon feltétel mellett, hogy nem 4ll fenn irritdbilis méh szindréma) és 86,5% (felté-
teles relativ gyakorisdg azon feltétel mellett, hogy a rassz kaukdzusi). Mindezeket
szemléltetik a kovetkezo tablazatok.

Relativ gyakorisigok (peremeken a vetiileti megoszlasokkal):

tab <- prop.table( table( birthwt$race, birthwt$ui ) )
rbind( cbind( tab, margin.table( tab, 1 ) ), cbind( t( margin.table( tab, 2 ) ), margin.table( t:

#it 0 1

## Kaukédzusi 0.4391534 0.06878307 0.5079365
## Afroamerikai 0.1216931 0.01587302 0.1375661
## Egyéb 0.2910053 0.06349206 0.3544974
## 0.8518519 0.14814815 1.0000000

Irritabilis méh feltételes relativ gyakorisagai a rassz kiilonb6zé kimenetei, mint
feltétel esetén

tab <- prop.table( table( birthwt$race, birthwt$ui ), 1 )
rbind( cbind( tab, margin.table( tab, 1 ) ) )

#it 0 1

## Kaukédzusi 0.8645833 0.1354167 1
## Afroamerikai 0.8846154 0.1153846 1
## Egyéb 0.8208955 0.1791045 1

Rassz feltételes relativ gyakorisidgai az irritdbilis méh kiillonb6z6 kimenetei, mint
feltétel esetén:

tab <- prop.table( table( birthwt$race, birthwt$ui ), 2 )
rbind( tab, t( margin.table( tab, 2 ) ) )

#it 0 1
## Kaukdzusi 0.5155280 0.4642857
## Afroamerikai 0.1428571 0.1071429
## Egyéb 0.3416149 0.4285714
#it 1.0000000 1.0000000

Természetesen nem arrél van szé, hogy barmelyik jobb lenne, mint a tébbi —
egyszeriien mas elemzési célra alkalmasak. A feltételes megoszlasokra gondolva,
az is érdekes kérdés lehet, hogy a kaukazusiak mekkora hanyada szenved irritabilis
méh szindrémdban, és az is érdekes (de més tartalmi) kérdés, hogy az irritabilis
méh szindroméban szenved6k mekkora hanyada kaukazusi rasszi. Mindezek
kozott egyszerii algebrai osszefiiggések allnak fenn, ezeket most nem részletezziik®.

8Két dolgot érdemes ennek kapcsian megjegyezni. Az egyik, hogy az el8zéek fényében
a vetiileti megoszldsokat joggal nevezhetjiik (precizebben) a valtozé feltétel nélkiili vetiileti
megoszlasanak. A masik, hogy jobban belegondolva észrevehetd, hogy az elséként definidlt
»szokdsos” relativ gyakorisdg is ,gyakorisdg / peremgyakorisdg” alakd (tehdt megoszlas),
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Tovabbhaladva, tokéletesen lathatd, hogy miért mondtuk, hogy a tobbvaltozods
elemzés az egyvaltozos elemzések kiterjesztése: a fenti kétdimenziés konting-
enciatablaban minden informécié benne van, amit a két valtozét kiillon-kiilon
elemezve latnank: egyszeriien levetitjiik a kontingenciatablat a megfelel6 dimen-
ziés mentén és kapott vetiileti gyakorisdgok nem masok lesznek, mint a vetitési
irdny valtozojanak gyakorisdgi sora! (Amiben minden informécié benne van.)

Az tehat egyértelmili, hogy ez tartalmazza mindazt az informéaciét, amit a
két valtozo kiilon-kiilon végzett vizsgalata — csakhogy mi azt allitottuk, hogy
tobbet is. Ez vezet el a valtozok kapcsolatanak kérdéséhez. Mindségi valtozok
esetében (kontingenciatdbldn) akkor mondjuk, hogy két valtozé kapcsolatban
van egymassal, ha a sorvaltozé feltételes megoszlasai ugyanazok, az oszlopvéaltozd
barmely értékére is feltételeziink. Vagy — ami ezzel egyenértékii — az oszlopvaltozd
feltételes megoszldsai ugyanazok, a sorvaltozé barmely értékére is feltételeziink.
(Ez elsé ranézésre, kicsit nagyvonali volt, de beldthaté matematikailag, hogy a
kett6 valéban egyenértékii: ha az oszlopvaltozoé feltételes megoszlasai ugyanazok
minden sorban, akkor a sorvaltozo feltételes megoszlasai is ugyanazok minden
oszlopban, és forditva is, ha az oszlopvaltozo feltételes megoszlasai nem ugyanazok
minden sorban, akkor a sorvéaltozé feltételes megoszlasai sem ugyanazok minden
oszlopban.)

Ez a definicié jogos: altaldnossagban véve is, az, hogy két valtozd kozott nincs
kapcsolat, azt jelenti statisztikai nyelven, hogy az egyikre vonatkoz6 informa-
ci6bdl nem nyeriink informéciét a masikra vonatkozdan. fgy mar érthet6 ez
a kontingenciatablakra alkalmazott definicié: ha nincs kapcsolat, akkor hidba
mondjak meg valaki, hogy mi — példaul — a sorvaltozé értéke, ebbdl semmit nem
tudunk meg az oszlopvaltozé feltételes megoszlasardl (hiszen az minden sorban
ugyanaz!). Ha van kapcsolat, akkor nyeriink plusz-informdaciét (hiszen maés lesz
a feltételes megoszldsa).

Lathato, hogy ebben az esetben csak nagyon gyenge kapcsolatrél beszélhetiink:
a sorvaltozo feltételes megoszlasa mindkét oszlopban (precizen: az oszlopvaltozd
mindkét kimenetére feltételezve) nagyjabdl ugyanaz (kb. 50%-kb. 10%—kb.
40%), és az oszlopvéltozo feltételes megoszlasa is nagyjabdl ugyanaz mindhdrom
sorban (kb. 85%-kb. 15%). Ahogy mér elmondtuk, az el6bbi mondat barmelyik
felébol automatikusan kovetkezik a mésik fele. Itt tehat szemléletesen is lathato a
kapcsolat hidnyanak tartalma: hidba is mondja meg valaki, hogy az alany rassza
kaukézusi, afroamerikai vagy egyéb, szinte ugyanigy csak azt tudjuk mondani,
hogy ,akkor 85%-15% a megoszlds az irritdbilis méh fennalldsa szerint’’. A
rasszra vonatkozé informacié nem adott szinte semmilyen informaciét a masik
valtozordl.

Képzeljlink el ezzel szemben — masik végletként — egy olyan esetet, melyben a 189
alany koziil 100 kaukazusi irritabilis méh szindréma nélkiil, és 89 egyéb rasszu

csak épp a peremgyakorisdg nem fenti ,egyszeri” (egydimenzids) peremgyakorisig, hanem a
peremgyakorisdgok peremgyakorisiga (egyfajta nulladimenziés peremgyakorisig). Ezt szokds
egylittes megoszldsnak nevezni (szemben az eddig definidlt feltételes megoszldssal, és a feltétel
nélkiili, de vetiileti megoszldssal).
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irritabilis méh szindréméval! Ebben az esetben az egyik valtozéra vonatkozo
informécié nem egyszeriien ,eldrul valamit’’ a masik valtozérol, hanem egyenesen
determinalja azt: ha valaki elarulja, hogy egy alany kaukazusi rasszd, akkor
biztosan tudjuk, hogy nem szenved irritabilis bél szindrémaban, ha pedig azt
mondja, hogy egyéb rasszi, akkor rogton tudjuk, hogy szenved ebben. (Ter-
mészetesen itt is igaz, hogy a dolog forditva is miikodik: ha tudjuk, hogy egy
alany nem szenved irritabilis méh szindréomaban, akkor azonnal tudjuk, hogy
kaukdzusi, ha pedig nem szenved ebben, akkor biztos, hogy egyéb rasszi.) Ez a
kapcsolat masik végpontja.

Zarasként megjegyezziik, hogy a statisztikaban valéjaban nem igy szoktak beve-
zetni a kapcsolat fogalmét, hanem gy, mint azt az esetet, amikor a két valtozo
nem filiggetlen egymastol; fiiggetlenség alatt pedig azt értik, hogy az egyitittes
megoszlas a vetiileti megoszlisok szorzataként all els. Erdemes végiggondolni,
hogy ez valéban egybeesik a hétkoznapi ,fiiggetlenség’’ fogalommal. Szintén
érdemes végiggondolni, hogy ebbdl valoban kévetkezik a fenti definicid, de ezzel
részletesebben nem foglalkozunk most.

3.5.1.2. Mutatészamok

A kapcsolat erdsségének kvalitativ fogalmat fent megadtuk; erre tobb mutatét
is definidltak, melyekkel az erésség szamszertien is lemérhet6. Amennyiben a
valtozok nomindlisak, gy pusztan erre van lehetéség.

Ha azonban a valtozok ordindlisak, tigy értelmet nyert a kapcsolat irdnydnak
fogalma is. Ordindlis valtozok esetén ugyanis a sorok és oszlopok sorrendje
nem tetszoleges, van értelme mindkét valtozo szerint ,nagyobb’’ és , kisebb’’
kimenetrdl beszélni. Innentél kezdve tehat nem csak azt mondhatjuk, hogy van
kapcsolat, ha més oszlopban més a feltételes megoszlas, hanem értelmet nyer
az a kijelentés is, hogy nagyobb oszlopban a feltételes megoszlas tigy mas, hogy
inkdbb nagyobb sorbeli érték szerepelnek, vagy épp gy, hogy inkabb kisebbek.
(Ttt is egyenértékii, ha ugyanezt a sorok és oszlopok forditott szerepével mondjuk
el.) Ezt ragadja meg a kapcsolat irdnydnak fogalma: ha van kapcsolat (nem 0 az
eréssége), akkor az pozitiv, amennyiben az oszlopvaltozé szerinti nagyobb érték
tendencidjaban a sorvaltozd szerinti nagyobb értékkel jar egyiitt (és forditva),
negativ, ha az oszlopvaltozd szerinti nagyobb érték tendencidjaban a sorvaltozé
szerint kisebb értékkel jar egytiitt (és forditva). Ordindlis valtozondl errdl is lehet
nyilatkozni mutatokkal.

A konkrét mutatdszdmokkal most nem foglalkozunk (t6bbek kozott azért sem,
mert meglehetésen sok van beldliik, attél fiiggéen, hogy pontosan hogyan visel-
kednek az egyes viltozdk).

3.5.2. Grafikus eszkozok

Kontingenciatdblat vizualizalni in. mozaikabraval és asszociaciés abraval lehet,
ezek azonban nem tul latvanyos, és emiatt nem is til gyakran hasznalt médszerek,
igy most mi sem részletezziik ezeket.
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Ami bevettebb, az a vetiileti megoszldsok (vagy nevezetes feltételes megoszldsok)
abrazoldsa egyszeriien oszlopdiagramon (vagy kordiagramon), ez azonban jol
lathatéan ugyanaz a feladat, amit mar minéségi valtozdk egyvaltozds elemzésénél
megbeszéltiink.

3.6. Mennyiségi valtozok kétvaltozos elemzése

Mennyiségi valtozok kapcsolatat korrelaciénak szokas nevezni a statisztikaban.
Erre j6 példa adatbédzisunk anyai testtomeg (1wt) és ijsziilott sziiletési tomege
(bwt) valtozdi, melyek az anya illetve az jsziilott testtomegét tartalmazzak.

3.6.1. Analitikus eszkozok

A kapcsolat fogalmat mennyiségi viltozokra is ugyanazon gondolatot kovetve
értelmezzilk, mint amit minéségi valtozéknal méar lattunk. Azt mondjuk, hogy
két valtozé kapcsolatban van egymadssal, ha az egyik valtozé atlag feletti értékei
tendencidjaban a masik valtozé dtlag feletti értékeivel jarnak egyiitt (és ekkor
persze forditva is: az egyik valtozo6 atlag alatti értékei tendencidjaban a mésik
valtozé atlag alatti értékeivel jarnak egytitt). Azaz: ha egy megfigyelési egység
értéke az egyik véltozd szerint atlag feletti, akkor varhatéan a masik valtozé
szerint is 4tlag feletti® lesz. Pontosabban szélva ez a pozitiv kapcsolat definicidja,
a negativ esetén az egyik valtozo atlag feletti értékei tendencidjaban a masik
atlag alatti értékeivel jarnak egyttt, és forditva. Itt természetesen sztochasztikus
kapcsolatrdl beszéliink, ezért a ,tendencidjaban’’ kifejezés: nem arrél van sz,
hogy ha a megfigyelési egység egyik valtozdja atlag feletti, akkor _ biztos, hogy
a masik is, de az esetek tdbbségében érvényesiil ez a tendencia.

Erdemes megfigyelni, hogy itt mindenképp van értelme az irdnynak (6sszhang-
ban azzal, hogy a mennyiségi valtozok birnak az ordindlis tulajdonsagaival is,
természetesen).

Két mennyiségi valtozo fent definidlt kapcsolatat klasszikusan a kovarianciaval
szokas lemérni. Ennek definicidja:

2o @ —7) (g, — 7)) '

7=

cov (z,y) =

n

A szamitas logikdja vegytisztan tiikkrozi a definiciot: az (x; — T) tiikkrozi az egyik,
az (y; — ) a masik valtozd szerint azt, hogy az adott megfigyelési egység atlag
alatti vagy atlag feletti. Vegyiik észre, hogy a kettd szorzata pedig pontosan
akkor lesz pozitiv, ha vagy mindkét valtozé szerint atlag feletti a megfigyelési
egység, vagy mindkét valtozé szerint atlag alatti — azaz ha az adott megfigyelési

9Az atlag itt természetesen minden esetben a széban forgd véltozé &tlagat jelenti. A
hasznalatdra azért van sziikség (és azért nem mondhatjuk egyszeriien azt, hogy ,a valtozé
nagy értékei”), mert hozzdadva valamilyen nagy konstanst a valtozéhoz, annak 6sszes értéke
nagy lesz, tehat mindenképp valamilyen viszonyitdsra van sziikség.
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egység a pozitiv kapcsolatot erdsiti meg! Ha a szorzat negativ, akkor az adott
megfigyelési egység a negativ kapcsolatot erdsiti.

S6t, ennél tobb is igaz: a szorzatnak nem csak az elGjele stimmel, de a nagysaga
is, az ugyanis kifejezi, hogy mennyire erdsit meg benniinket az adott megfigyelési
egység a kapcsolat fennélldsdban. Ha a megfigyelési egység egyik (pldne ha
mindkét) valtozé szerint kozel van az atlaghoz, akkor az csak gyenge ,,bizonyiték’’
a kapcsolat mellett (kis médosuldssal lehet, hogy az ellenkez6 irdnyd kapcsolatot
erdsitené), viszont ha mindkét vdltozo6 szerint tévol van az dtlagtol, az erds érv a
kapcsolat mellett.

A szummézés ezeket a hatasokat fogja Osszeadni megfigyelési egységrol megfi-
gyelési egységre, igy elGjele a kapcsolat iranyat mutatja, abszolut értéke pedig
annak erdsségét. (Az n-nel vald leosztds nyilvan sziikséges, kiilonben a kétszer
megismételt adatbazison kétszer akkora lenne a kovariancia, holott az informacié
ugyanaz; tehdt ezeket a szorzatokat dtlagolni kell.)

Hogy mi a kovariancia problémaéja, az azonnal kideriil, ha kozoljiik az anyai
és az Ujszilott testtomeg kozti kovarianciat: 4141.6518913. Ami kétségtelentil
kiolvashat6 ebbdl, hogy az anyai és az Gjsziilott testtémeg kozott van kapcesolat,
mégpedig pozitiv irdnyd (nagyobb anyai tomeg — nagyobb wjsziilott tomeg,
és forditva), hiszen az elGjel pozitiv. Amirél viszont lényegében semmit nem
tudunk meg, az az erdsség! Anndl is inkdbb, mert a kovariancia mértékegység-
fligg6: mas értéket kapunk, ha az 1jszilott testtomegét nem grammban, hanem
kilogrammban rogzitjik. Tekintetbe véve, hogy az informécié ett6l még ugyanaz
marad, ez nyilvin nem szerencsés... A probléma tehat, hogy honnan tudhatnank,
hogy a 4141.6518913 sok vagy kevés...? Ebben segit minket az a matematikai
észrevétel, hogy mindenképp fenndll a —s,s, < cov(z,y) < s,s, Osszefiiggés,
tehat a kovariancia abszolut értéke nem lehet nagyobb mint a két valtozd
szérésédnak szorzata. Igy méris van mihez viszonyitani a kovariancia nagysagat!
Ez tehéat a kovetkezé mutatd definidlasat adja, a neve korrelaciés egyiitthato:

corr (z,y) = w.
zy

Ez az elGjel értelmezésén semmit nem valtoztat, hiszen a kovariancia elGjelét
meghagyja (a nevezOben szérdsok szerepelnek, igy mindkettd sziikségképp pozi-
tiv), viszont az abszolit értéket értelmezhetvé teszi, hiszen a korreldciéra mar
az teljesiil, hogy —1 < corr (z,y) < 1. A korrelacié tehat minél kozelebb van
+1-hez, annal erésebb a két valtozo kozotti kapcesolat.

Példaul, az anyai testtomeg és az 0jsziilott sziiletési tomege kozti korrelacios
egyutthato értéke 0.1857333. Ez alapjan nem csak azt tudjuk mondani, hogy
van kapcsolat és az pozitiv irdnyt (a 0.1857333 eléjele pozitiv), de most mér azt
is, hogy ez a kapcsolat igen gyenge (ha elhelyezziik a 0.1857333-ot a 0—1 kozott).

Belathatd, hogy az igy definidlt korrelacios egyiitthatd a linedris kapcsolat
erésségét méri (szokds emiatt linedris korreldcids egyiitthaténak is nevezni).
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Valéban, ha a korrelacié abszolut érték 1, az épp azt jelenti, hogy y = ax + b
fliggvényszerii kapcsolat van a két valtozd kozott. De altaldban is, a korrelacié
erGsségét’ ’ ugy kell érteni, hogy mennyire szorosan valésul meg ez az egyenesre
illeszkedés. Fontos megjegyezni, hogy mas kapcsolat erdsségét nem méri ez
az egyitthatd, tehdt nem linedris kapcsolat lehet a két valtozé kozott (extrém
esetben akar fiiggvényszerti is!), ugy, hogy kozben a linedris korreldciés egyiitthatd
értéke nulla.

Erre tekintettel szokas mas korrelacids egytitthatokat is definidlni, ezek koziil
megemlitjiik a Spearman-p és a Kendall-T mutatékat, ezek tn. rangkorreldcios
mutatdk, amik nem konkrétan linearis, hanem altaldanos monoton kapcsolat
er6sségét mérik. Nem foglalkozunk vele részletesen, de megemlitjiik, hogy itt
is igaz, hogy a kapcsolat erOssége azzal van Osszefiiggésben, hogy az egyik
valtozé ismerete mennyi informéciét arul el a mésik valtozordl (természetesen
sztochasztikus értelemben).

Végil egy figyelmeztetés. Mint altaldban, természetesen itt is elmondhatd, hogy
a mutatészém hasznalata nagyon nagy informaciétomoritést jelent. Eppen ezért
ne tdmaszkodjunk 6nmagéban egy korreldcids egyiitthatéra (és kiilonosen ne
onmagaban egy linedris korreldcids egyiitthatéra) két vdltozd kapesolatdnak meg-
itéléséhez, hiszen ez elfedi az esetleges nemlinedris kapcsolatokat, az outliereket
stb. Erre egy nevezetes példa az Anscombe-kvartett, amit mi is hamarosan
bemutatunk.

3.6.2. Grafikus eszkozok

Két mennyiségi valtozo kapcsolatanak legfontosabb abréazolasi eszkoze az széré-
dasi diagram. A szérodasi diagramot tgy kapjuk, hogy minden megfigyelési
egységnek egy pontot feleltetiink meg a sikban tgy, hogy a pont egyik koor-
dindtdja a megfigyelési egység egyik, a masik koordinatdja a méasik valtozo
szerinti értéke. (Tehdt lényegében a megfigyelési egységhez tartozé valtozokat
koordinataknak tekintjiik, és ezeket mérjiik fel egy kétdimenzids koordinata-
rendszer két tengelyére.) Az anyai és jsziilott testtomeg szorddasi diagramjat
@aref(fig:scatterplot). dbra mutatja.

plot( bwt ~ lwt, birthwt, "Anya testtoémege (UM) [font]", "Szileté
abline( mean( birthwt$bwt ), mean( birthwt$lwt ), "dashed" )
abline( 1m( bwt ~ lwt, birthwt ), "dotted" )

Az dbrén bejeloltiik (szaggatott vonallal, a két tengellyel parhuzamosan) a két
valtozd atlagat is.

Jol lathatd, immar grafikusan is, hogy mit értiink a két valtozo kozotti kap-
csolat fogalman: a pontok tendencidjukban a szaggatott vonalak altal kijelolt
koordindta-rendszer jobb felsé és bal alsé kvadransdban talédlhatéak (atlag feletti
— atlag feletti és atlag alatti — dtlag alatti z6ndk). Természetesen latszik az is,
hogy a kapcsolat sztochasztikus, azaz van pont a tobb kvadransban is (itt aztdn
pldne, hiszen a kapcsolat nem is til erds). Ne feledjik azt sem, hogy nem csak
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3.6. abra. Két mennyiségi valtoz6 kapcsolatanak dbrazolasa szérédasi diagram-
mal.

a pontok darabszdma szamit, hanem a konkrét helyzetiik is (mennyire ,erdsiti
meg’’ a kapcsolat fenndllasat).

Réerositve az elébb mondottakra, az abran behtztuk a pontokra legjobban
illeszkedd egyenest is. Ahogy emlitettiik, a kapcsolat ,erGssége’’ egytttal azt is
jelenti, hogy a pontok mennyire szorosan illeszkednek a rajuk legjobban illeszked6
egyenesre (lathatd, hogy itt nem tul szorosan).

Mindezeket szemlélteti Qaref(fig:corrdemo). dbra is, mely kiilonbozd korreldcids
egytitthatéju kapcesolatokat (kiillonbozé eldjelekkel és abszolut értékekkel, azaz
kiilonb6z6 irdnyu és erbsségli kapcesolatokat) mutat be példakkal.
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3.7. dbra. Kiilonféle korrelaciés egyiitthatok szemléltetése.

A grafikus dbrdzolds elénye, hogy (szemben a korrelaciés egytitthatéval) nem
okoz gondot semmilyen outlier, nemlineéris kapcsolat stb. — ezek mind lathatbak
lesznek az dbran. (Itt is hangstulyosan él tehat Tukey mar emlitett tandcsa...)
Erre mutat példat a nevezetes Anscombe-kvartett (3.8. dbra). Az abrdk négy két-
valtozos adatsor szérodasi diagramjat mutatjak. Mindegyiknek hajszdlpontosan
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ugyanaz a korrelacids egyiitthatéja (sét, az atlaguk és a szérdsuk is — {gy ugyanaz
a rajuk legjobban illeszkedd egyenes is), mégis, a valds helyzet dramaian mas.
Outlierek, nemlinearis kapcsolatok vannak jelen. Ez azonban csak abrazolas
utan deriil ki, a korreldcids egytitthaté hasznélata mindezt teljesen elfedné!
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3.8. dbra. Az Anscombe-kvartett.

Zarasként megjegyezziik, hogy ebben a grafikus abrazoldasban valoban nincsen
semmilyen informaciétémorités. Az is igaz, hogy a kétvaltozés elemzés tartal-
maz minden informaciot, amit a két egyvaltozés elemzés: a pontokat levetitve
valamelyik tengelyre, visszakapjuk az adott tengely valtozdjanak adatait; azokat
csoportositva (a tengelyt osztalykozokre bontva) rogton készithetd példdul hisz-
togram. Szemléletesen latszik azonban az is, hogy pusztdn a hisztogramokbol
(tehét az egyvaltozds adatokbdl) lehetetlen lenne nyilatkozni a két valtozé kozti
kapcsolatrél. (Képzeljiink egy egy olyan esetet, melyben a valtozok kozott erés
kapcsolat van, de tgy, hogy mindkét valtozé énmagdban szimmetrikus. Ekkor
nyugodtan tiikrozhetnénk a szérédasi diagramot barmelyik adtlagot jelento szagga-
tott vonalra, az egyvaltozds adatok ugyanazok maradndnak, noha kétvaltozésan
pont hogy megfordult a kapcsolat irdnya.) Ezért tobb a kétvaltozos elemzés mint
két egyvaltozos elemzés.

3.7. Tovabbi tobbvaltozds elemzések

A kétvaltozos esetek targyalasabdl a fentiekben kimaradt az az eset, amikor
egy mindségi és egy mennyiségi valtozo kapcsolatat kell vizsgalni. Ezt vegyes
kapcsolatnak szokés nevezni; részletesebben most nem foglalkozunk vele.

vz

A masik kérdés, ami felmeriil, hogy mi a helyzet ketténél tobb valtozé esetén. Ha
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nem lényegesen tobb valtozdérdl van sz6, akkor a fenti médszerek — tobb-kevesebb
modositassal — de kiterjeszthetéek. Példaul a szérddasi diagram elvileg harom
valtozds esetre valtozatlanul kiterjeszthets (bar a gyakorlatban mér ezt sem
nagyon szoktak haszndlni, hiszen egy harom dimenziés pontfelho csak szamitogé-
pen tekintheté meg érdemben, és ott se til attekinthetd emberi szemnek). Négy
és annal tobb dimenziénal mar triitkkre van sziikség; a tipikus megoldés, hogy
minden lehetséges koordinata-parra levetitik a sokdimenziés pontfelhét, és az
igy kapott kétdimenzids szérédasi diagramokat mutatjidk meg (matrix szérédési
diagram). Egy-két tucat valtozo felett azonban mar ez sem igazén tekinthetd
at, illet6leg mar nem nevezhetd érdemben ketténél tobb dimenziés elemzésnek.
Hasonl6 a helyzet a korrelaciés egytitthatéval, illetve a kontingenciatablaval és
elemzési eszkozeivel.
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4. fejezet

Induktiv statisztika

Ebben az alfejezetben réviden, az alapkoncepcidkra fékuszdlva bemutatjuk
a statisztika induktiv dgat. Mar volt réla szd, hogy az induktiv statisztika
jellemzdje, hogy tekintettel van a mintavételi helyzetre (azaz arra, hogy mi
csak egy részét ismerjitk azon sokasignak, melyre a kérdéstink irdanyult): azzal
foglalkozik, hogy hogyan lehet pusztan a mintdban 1év6 informaécié alapjan mégis
a sokasagrol nyilatkozni. Innen a mddszer neve: indukcié a.m. kovetkeztetés,
tudniillik kovetkeztetés a mintabol a sokasagra.

Els6ként roviden megismételjiik, és par fontos részlettel kibévitjiikk a minta-
vételi helyzettel kapcsolatos ismereteinket; ezt kovetéen nagyon téomoren, az
alapelvekre szoritkozva bemutatjuk az induktiv statisztika két nagy teriiletét: a
becsléselméletet és a hipotézisvizsgalatot. A becsléselmélet azzal foglalkozik,
hogy egy sokasagot jellemz6 paramétert, példaul a sokasig atlagat pusztan a
minta alapjan ,megtippeljiink’’ (valamilyen szempontok szerint a lehetd legjob-
ban). A hipotézisvizsgalat ennek bizonyos értelemben az ikertestvére: célja,
hogy a sokasag valamely jellemz6jére tett allitdsok — példaul a sokasdg atlaga
egy adott szdm — helyességét ,,megtippeljiik’’ pusztan a minta alapjan.

4.1. A mintavételi helyzet és kovetkezményei

Ahogy mér megbeszéltiik, mintavételi helyzetrdl akkor beszéliink, ha a sokasag-
nak (amire, definici szerint, kutatédsi kérdésiink vonatkozik), csak egy részét
tudjuk megfigyelni. Ezt a megfigyelt részt nevezziik mintanak. Szintén volt réla
sz0, hogy a mintavételi helyzet jelentOsége a biostatisztikdban hatalmas: nem
csak azért, mert egy sor gyakorlati esetben bar a sokasag elvileg teljeskoriien
megfigyelhetd lenne, de erre gyakorlati okok (koltség, id6igény stb.) miatt nincs
mod, hanem azért is, mert biostatisztikaban tipikusak az olyan kérdések, melyek
fiktiv, végtelen sokasigra vonatkoznak (példdul: ,Egy 1j vérnyomdscsokkentd
gy6gyszer-jelolt valéban csokkenti a vérnyomdst?’’). Ilyen esetekben barmennyi
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megfigyelést is végziink, az sziikségképp minta lesz.

Adodik tehat a feladat, hogy annak ellenére nyilatkozzunk a sokasagrol, hogy mi
csak egy részét ismerjiikk. Nagyon sokan ezen a ponton valdszintileg azt gondoljék,
hogy ez lehetetlen feladat — valoban, példanak okéért, ha 1000 elembdl csak
999-et ismeriink, akkor elvileg barmennyi lehet a sokasdg (mind az 1000 elem)
atlaga, akarmik is voltak a minta elemei.

Az a megallapitas azonban, hogy ,semmit nem tudunk mondani’’ a sokasagrol,
szerencsére tulzas. A helyes megfogalmazds az, hogy biztosat nem tudunk
mondani a sokasagrél... de valszintliségi kijelentéseket tovabbra is tudunk tenni!
Ha ugyanis megfeleléen tortént a mintavétel (erre még visszatériink), akkor
mar a minta is elarult valamit a sokasagrél, tudni fogunk valamit azokrdl a
valészintiségi torvényszerliségekrél, melyek az ismeretlen elemek viselkedését
(is) athatjak. Ez pedig lehet6vé fogja tenni, hogy ugyan csak sztochasztikus
értelemben, de azokrol is nyilatkozzunk.

Az tehdt nem igaz, hogy semmit nem tudunk mondani a sokasigrél, de az-
zal valéban egyiitt kell élniink, hogy az induktiv statisztikdban — szemben a
deskriptivvel — mar csak bizonytalansdggal terhelt allitisokat tudunk tenni. Sze-
rencsére azonban arra is képesek lesziink, hogy e bizonytalansag mértékét magat
is becsiiljiik (persze ismét csak: bizonytalansiggal terhelten).

Nyilvanval6, hogy barmilyen induktiv statisztikai feladatot is kell megoldanunk,
ahhoz csak a mintdban 1év6 informéciét tudjuk felhasznélni (ez épp a minta
definiciéja). Marpedig ha csak a sokasdg egy részét (a mintat) ismerjiik, akkor
barmilyen, mintabdl szamolt jellemzo6 két dologtdl fog fiiggeni:

1. a jellemz6 sokasdgbeli értékétol,
2. attol, hogy konkrétan hogy valasztottuk ki a mintat.

Példanak okaért, egy minta atlagat két dolog fogja befolydsolni: a sokasag atlaga
(ha ez nagyobb, akkor varhatéan egy minta dtlaga is nagyobb lesz) és az, hogy
konkrétan melyik elemeket vdlasztottuk ki a sokasdgbdl (adott sokasdgi atlag
mellett is valaszthatunk — tokéletesen véletlen mintavétel mellett is! — pont
kisebb, és pont nagyobb elemeket is).

Mi értelemszeriien csak az elsére vagyunk kivancsiak, de sajnos a masodik hatésa
elvileg is kikiiszobolhetetlen. Barmilyen moédszert is taldlunk ki arra, hogy a
mintabol hogyan kovetkeztessiink a sokasagra, teljesen biztos, hogy annak a vég-
eredménye mintdrol-mintdra vdltozni fog, azaz fiiggeni fog attél, hogy konkrétan
,hogyan nyultunk bele a sokasdgba’’, konkrétan milyen mintat vettiink. Ezt a
jelenséget hivjuk mintavételi ingadozasnak. A szerencse épp az lesz, hogy ez
a mintavételi ingadozés kovetni fog bizonyos (valdszintiségi) torvényszeriiségeket,
igy bar a fenti miatt elkeriilhetetleniil hibazhatunk a kovetkeztetésnél, de annak
természetérdl fogunk tudni nyilatkozni.

Amit nagyon fontos megérteni, hogy az el6bb emlitett ,hibazas’’ alatt nem arra
kell gondolni, hogy valamilyen értelemben rosszul vessziikk a mintat. Ha egy
1000 f&s sokasagbol vesziink egy 30 f6s mintat a sokasagi atlag becslésére, akkor
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el6fordulhat, mégpedig a legtikéletesebben véletlen mintavétel mellett is, hogy épp
a 30 legkonnyebb embert valasztjuk ki a sokasiagbol. Természetesen, ha rosszul
vesziink mintdt (példdul akar tudattalan médon is, de a sovdnyabb embereket
szolitjuk meg a kérdéivvel, hogy ne hozzuk zavarba a megkérdezetteket), akkor
elképzelhetd, hogy ennek megnd a valdsziniisége, de akkor sem nulla ha tokéletesen
véletlen a mintavétel.

Csak épp — és itt jon a lényeg — extrém kicsi! Ha tényleg tokéletesen véletlen a
mintavétel, azaz minden sokasigi alanynak azonos esélye van a mintaba kertilésre,
akkor annak a valdsziniisége, hogy pont a 30 legsovanyabbat valasztjuk ki épp
1/(1380) ~4-10756%. gy értendd az, hogy a hiba val6szinfiségszamitasi Gton,
ysztochasztikusan’’ limitalhaté: nem tudjuk kizarni, hogy ilyen — hatalmas
méretli — torzitas keletkezzen a mintabol kévetkeztetés hatasara... de meg tudjuk
mondani, hogy ennek mennyi a — szerencsére igen kicsi — valdszintisége. Az ilyen
okokbdl fakadé hibazast nevezzitkk mintavételi hibanak.

Nem csak olyan hiba van azonban, ami az — elkeriilhetetlen — mintavételi inga-
dozdsbol adodik. Véthetiink hibét alullefedéssel és tullefedéssel (azaz a minta
pontatlan koriilirdséval), véthetiink definiciés hibat a kérdéseknél, hibat az adat-
kédoléds soran, a végpont megvalasztasandl stb. stb., de ami még fontosabb,
hogy véthetiink hib4t a minta kijel6lésével (amennyiben a minta val6jdban nem
reprezentativ a sokasagra nézve, lasd az el6bbi példat a személyes megkérdezéses
testtomeg-vizsgalatrdl), vagy épp megfigyeléses vizsgdlat esetén a confounding-
gal. Ezeket — tisztdn statisztikai iton nem olyan kénnyen kézben tarthato —
hibakat nevezziik egységesen nem-mintavételi hibaknak.

4.2. Becsléselmélet

A becsléselmélet az induktiv statisztika egyik f6 dga, feladata valamilyen sokasagi
jellemz6 értékének minta alapjian torténé megbecslése. A ,becslés’’ sz hasznédlata
azért indokolt, mert az el6bb kifejtettekbdl vilagos, hogy mintavételi helyzetben
csak valdszinliségi jellegii kijelentések tételére van mod.

A sokasagi jellemz6t teljesen dltaldnosan® értjiik (ha nem specifikéljuk kozelebb-
r6l, akkor altaldban 6-val jeloljiik), barmilyen, a sokasig ismeretében szdmszeriien
meghatdrozhaté értéket jelenthet (példdul a sokasdg dtlagat, szordsat, valamilyen
tulajdonsiggal rendelkezé elemeinek az ardnyét stb.). Egy tipikus példa a soka-
sdg 4tlagdnak /varhaté értékének becslése?. Egy teljesen természetes gondolat,
hogy ezt a jellemz6t a minta atlagaval igyekezziink megbecsiilni.

Ez a naiv ,tipp’’ is mutatja mar, hogy mit értlink precizen becslés alatt: egy

1Ebbe természetesen beletartozhat tébb jellemzé egyszerre térténd becslése is, mi most
azonban az Gn. egydimenziés paraméterbecslésekre fogjuk korldtozni magunkat.

2 Atlagrél altaldban akkor beszéliink, amikor a sokasag véges, ilyenkor tipikusan tgy képzeljitk
(,elemeivel adott sokasdg”), hogy a sokasdgot véges sok érték felsoroldsival megadhatjuk;
varhaté értéket altaldban akkor mondjuk, ha a sokasag fiktiv, végtelen, ilyen tipikusan agy
gondoljuk (,eloszldsdval adott sokasdg”), hogy azt a hattéreloszldst ismerjik, melyet a sokasdg
minden egyes eleme kovet, legegyszeriibb esetben fliggetlen és azonos eloszlasi mdédon.
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olyan fliggvényt (neve becsléfiiggvényt vagy egyszeriien becslg), melynek
bemenetiil a minta elemeit kell megadni, eredményként pedig kidobja a becslést
az ismeretlen sokasigi jellemzore. Egy 0 sokasagi jellemzo6 becsléfiiggvénye tehat

egy

0= f(zy,29,...,2,)

fiiggvény. (A becstilt értéket a statisztikdban dltaldban is kalappal jeloljik.) Az
el6bbi naiv példank azt jelenti, hogy ha a becsiilni kivant jellemzé a sokasagi
varhaté érték (0 = p), akkor reményeink szerint arra jé becslé lesz az

Z?:l Z;

n

f($17$27"'7xn): =T

fliggvény. Ahogy méar korabban is megallapitottuk, ennek értéke két dologtdl fog
fiiggeni: a p értékétdl (a valddi sokasdgi jellemz6tol), és attél, hogy konkrétan
milyen mintat vettiink. Ez utébbi hatds miatt természetesen a becslofiiggvény
eredménye minden egyes mintdn mas és mas lesz, mintarél-mintara ingadozik.
Visszatérve az egyszeri példankra az 1000 elem, véges sokasagbol torténd at-
lagbecslésre: kaphatjuk, mintavételtdl fiiggden, a legkénnyebb 30 ember atlagat
is becslésként, és a legnehezebb 30 atlagat is. (Es természetesen egy sor érté-
ket a kett6 kozott.) De, amint mar ott is megallapitottuk, ezen extrémumok
valosziniisége kisebb, a kozbiilsd (és ilyen moédon a valdsdghoz kozelebb 4116)
értékeké pedig — szerencsére — nagyobb. Mas szoval arra jutottunk, hogy a
becslofiiggvény értékeinek is van egy eloszlasa: meg lehet adni, hogy adott tarto-
manyba es6 becslést mekkora valészinliséggel adnak. Ezt nevezziik mintavételi
eloszlasnak.

Erdemes ezt egy szimuldciéval is megnézni! Vegyiink ugyanabbél a sokasagbdl,
melyet itt eloszldsaval adtunk meg (N (30, 70)), 10 darab 30 elem{i mintdt, majd
mindegyiknek szamoljuk ki az atlagat:

replicate( 10, mean( rnorm( 30, 70, 10 ) ) )

## [1] 70.39384 69.65266 69.76805 71.37263 72.26528 70.93493 69.56220 69.49595
## [9] 69.73226 73.01065

Latszik, hogy — noha a sokasdg allando, és igy a varhato értéke is allando, fixen
10 — a mintak atlaga, tehat a sokasdg varhato értékének mintabdl becsiilt értéke
ingadozik.

Elég sok ilyen szimuldciét végezve, ez az ingadozas jol feltérképezhetd (4.1. dbra).

res <- replicate( 100000, mean( rnorm( 30, 70, 10 ) ) )
mean( res )

## [1] 70.00325

hist( res, U0 D0 "Mintaatlag" )
abline( 70, "red", 2 )
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4.1. abra. A mintadtlag mintavételi eloszlasdnak meghatarozasa szimulaciéval,
normalis hattéreloszlas mellett.

Ilyen moédon tovabbi fontos kérdések is vizsgalhatdak, példaul megnézhetjiik,
hogy a becsiilt érték ingadozdsa hogyan fiigg a mintanagysagtdl (4.2. dbra).

res <- replicate( 100000, mean( rnorm( 30, 70, 10 ) ) )

plot( density( res ), c( 0, 0.7), L L
resb0 <- replicate( 100000, mean( rnorm( 50, 70, 10 ) ) )
lines( density( res50 ), "blue" )

res300 <- replicate( 100000, mean( rnorm( 300, 70, 10 ) ) )
lines( density( res300 ), "orange" )

abline( 70, "red", 2 )

Az ilyen vizsgalatok (szokték ezt Monte Carlo szimuldcidénak is nevezni) konnyen
kivitelezhetGek, és megfelel6 szamitasi kapacitds mellett bonyolult problémak
kezelésére is alkalmas. Hatranya viszont, hogy nem kapunk analitikus eredményt
(tehét a mintavételi eloszlast nem kapjuk meg matematikai képlettel felirt fiigg-
vényként); ebben az egyszerii példdban ez sem jelent problémat, nemsokara
vissza is fogunk ra térni.

Felmeriil a kérdés, hogy mit értiink precizen ,jé’’ becslofiiggvény alatt. A
gyakorlatban harom tulajdonsig kiilondsen fontos:

1. Elfogadjuk, hogy a becslofiiggvény &ltal szolgaltatott becslés mintarol-
mintara ingadozik, de legalabb az teljesiiljon, hogy az ingadozds centruma-
ban a valédi (sokasdgi) jellemz6 legyen, olyan értelemben, hogy dtlagosan

"Mintadtlag" )
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4.2. dbra. A mintavételi eloszlds fiiggése a mintanagysagtol.

jo legyen a becsiilt érték. Precizen: egy becsléfiiggvényt torzitatlannak
mondunk, ha a mintavételi eloszldsanak a varhaté értéke a valédi (sokasigi)
jellemz6. E tulajdonsag neve: torzitatlansag. A fenti szimuldcidék azt
sugalljak, hogy az elébbi példaban a mintaatlag torzitatlan becsldje a
sokasdgi varhat6 értéknek (ezt persze még bizonyitani kellene).

2. Ennek az ingadozasnak a mértéke lehetéleg minél kisebb legyen, e tulaj-
donsdg neve: hatasossag. A hatdsossagot a mintavételi eloszlas szorasaval
mérhetjiik, egy becsléfiiggvényt hatdsosnak mondunk, ha torzitatlan, és
a torzitatlan becslOk kérében minimalis szérast. A fenti szimulaciok azt
sugalljak, hogy a mintanagysig novelésével egyre hatasosabba valik a
mintaatlag mint becsléfiiggvény.

Azzal a kérdéssel, hogy hogyan lehet egy becsléfiiggvényt | kitaldlni’’ (tehét, ha
megadnak egy paramétert, akkor mutatni egy ra vonatkozd, és persze lehetdleg
minél jobb statisztikai tulajdonsdgokkal bir6é becsléfiiggvényt) nem foglalko-
zunk részletesebben, csak megemlitjik, hogy erre vonatkozdban jél bejaratott
modszerek, Gn. becslési elvek léteznek. (A legnevezetesebb koziilikk a maxi-
mum likelihood-elv, tovabba a plug-in becslés, a legkisebb négyzetek elve, a
momentumok mddszere és a Bayes-becslés.)

Nézztink minderre egy példat! Tekintsiink egy (eloszlaséval adott) sokasdgot,
mely X ~ N (u,03) eloszlast kovet. (Tehét tetsz6leges szamti mintat vehetiink
bel6le; minden egyes ilyen mintaelem egy ilyen eloszlasbél szarmazé, egymastol
fiiggetlen szdm lesz.) Azt allitjuk (és ezt hamarosan szabatosabban is be fogjuk
bizonyitani), hogy ekkor a beldle vett n elemii mintdk dtlaga, azaz a p sokasigi
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varhaté érték (mint sokaségi jellemz6) fenti becsléfiiggvénye Z ~ N (u, 02 /n)
eloszlast fog kovetni. (Tehat most feltételeztiik, hogy azt a priori tudjuk, hogy
normalis eloszldst a sokasag, s6t, oy-t is ismertnek vessziik, azaz csak a y a
kérdés.) Jegyezziik meg, hogy a sokasdgi jellemzd, amit becsiilni szeretnénk,
itt a pu maga; az tehdt nem kévet semmilyen eloszldst, egy — konstans — szam!
(Csak mi nem ismerjiik.) A kovetkez6kben ezt az allitast fogjuk matematikai
iton, valészintiségszamitéasi eszkdzokkel bebizonyitani, mégpedig a legegyszeriibb
esetre, a fent vazolt fliggetlen és azonos eloszladst mintavételre.

Legyen az n elemfi mintdnk X, X,,...,X,, ~ N (u,02) fiiggetleniil (mivel a
mintavétel azonos eloszlasu is, igy mindegyik ugyanolyan eloszlast kévet, ezért
volt azt elég egyszer leirni). Figyeljiik meg, hogy itt nagy betiiket irtunk: ezek
nem konkrét (realizalédott) értékek, hanem maguk is val6szintiségi valtozok.
(Most ugyanis statisztikai analizisét adjuk a helyzetnek: gy képzeljiik, hogy még
nem vettiink mintat, hanem épp ellenkezdleg, azt vizsgaljuk, hogy ,,mi minden
torténhet’” amikor majd mintat vesziink.) Ezzel a becsléfiiggvénytink:

Y, X
==

X:

Valoszintiségszamitasbél tudjuk, hogy 1. Normaélis eloszlast valdsziniiségi val-
tozok Osszege normaélis (szépen megfogalmazva: a normélis eloszldscsalad zart
a konvolucidra). 2. A varhat6 érték linedris, igy egy Osszeg varhatd értéke a
varhato értékek Osszege. 3. Ha rdadésul korreldlatlan (de csak ez esetben!),
akkor a szorasnégyzetek — nem a szérasok! — is Osszeaddédnak. Ebbdl a harombol
mar kovetkezik, hogy

ZXi ~ N (np,nod).
=1
Szintén valészinliségszamitasbdl tudjuk, hogy E (aX) = a - EX és D? (aX) =
a? - D?2X, ezekbdl pedig mar kévetkezik, hogy
Y X
% ().

X =

ahogy azt eredetileg allitottuk is.

Ezzel igazoltuk, hogy ilyen korillmények mellett a mintadtlag torzitatlan becsloje
a sokasdgi atlagnak, s6t, kiszdmoltuk a mintavételi szérdsat is. (Be lehetne
latni kicsit komolyabb matematikai statisztikai eszkozokkel, hogy ez rdadéasul e
koriillmények kozott hatasos becsld is, tehat ennél kisebb mintavételi szorés el
sem érhetd a torzitatlan becslék korében.)

Ez tehat azt jelenti, hogy a 2944.5873016 gramm nem csak a sziiletési tomegek
atlaga (ahogy azt az el6bb mondtuk), hanem egytttal a ,vizsgdlat bevalogatasi
feltételeinek megfelelé ujsziilottek’’ (fiktiv, végtelen!) sokasdginak varhatd
értékének becsldje is! Nem csak azt mondhatjuk, hogy 2944.5873016 gramm
a mintadtlag (biztosan), hanem azt is, hogy ez a legjobb tippiink arra, hogy
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mennyi a sokasag varhato értéke. Vegyiik észre, hogy minket valéjaban ez utébbi
érdekel! Tehat bar a szdmérték itt pont ugyanaz lett (ez nincs mindig {gy!), az
igazan érdekes eredmény az utébbi megfogalmazas (hiszen minket nem konkrétan
ez a 189 1jsziilott érdekel, hanem dltaldban az ilyen ujsziilottek jellemzoinek
viselkedése).

Mind ez idaig azonban csak olyan becsléfiiggvényekrol beszéltiink, melyek egyet-
len értéket, ,a’’ legjobb becslést adjak vissza eredményként. Az ilyen becslést
hivjuk pontbecslésnek. (Hiszen az eredménye egyetlen pont a szdmegyenesen.)
Ez olyan szempontbdl azonban nem szerencsés, hogy az eredmény semmit nem
mond az abban 1év§ bizonytalansagrol — noha, legalabbis becsiilni, azt is tudnénk!

Azt a becslési modszert, ami ezen tullép és explicite megjeleniti a becslésben 1évé
bizonytalansagot is, intervallumbecslésnek nevezziik. Az intervallumbecslés
kozponti eszkoze az konfidenciaintervallum (CI): ez egy olyan intervallum,
melyre igaz, hogy a hogy ha sokszor megismételnék a mintavételt, és mindegyik
mintabdl megszerkesztenénk a CI-t, akkor ezen CI-k varhatbéan adott, nagy
héanyada (példdul 95%-a) tartalmaznd az igazi (sokasdgi) értéket. Ez esetben
ezt az intervallumot 95% megbizhatosdg melletti konfidenciaintervallumnak
nevezzilkk. A 95%, mint paraméter neve megbizhatdsagi szint, dltaldban
1 — a-nak nevezziik (tehdt oo = 0,05 mellett beszéliink 95%-o0s megbizhatdsdgrol).
Els6 ranézésre kicsit furcsa lehet ez a jelolés, de majd a hipotézisvizsgalatnal
is 1latni fogjuk, hogy a-val valamilyen hibazas jellegli mennyiséget szeretnénk
jelolni, nem josagot.

Az induktiv statisztikdban tehat elfogadjuk (kénytelenek vagyunk elfogadni),
hogy a becslésiink eredménye mintardol mintara valtozik, és igy nem tudhatjuk
biztosan, hogy adott mintdbol szamolt becslés hogyan viszonyul a valodi (sokasigi)
értékhez — a konfidenciaintervallum azonban épp azt probélja megragadni, hogy —
adott minta alapjan! — mire tippelhetiink, ,,vélhet&en’’ hol lehet a valodi sokasagi
érték (adott, nagy megbizhatésiggal). Ez természetesen mar nem egyetlen szam,
hanem egy tol-ig intervallum lesz a jellemzoére vonatkozéan. Hogy mit jelent
a ,vélhetéen’’ és a ,,megbizhatdsag’’, az pontositasra szorul, erre targyalasunk
legvégén fogunk visszatérni.

Adott megbizhat6ségi szint mellett minél sziikebb a CI, anndl kisebb a bizonyta-
lansdg a becslésiinkben. Természetesen adott becslés mellett a CI szélességét a
megbizhatésdgi szint fogja meghatarozni: kis megbizhatésag mellett sziik inter-
vallumot is mondhatunk, de ha nagy megbizhatésigra van sziikségiink, akkor
csak széles limiteket tudunk szabni. Itt tehat kompromisszumot kell kotniink:
az se jo, ha nagy biztonsdggal tudjuk, hogy nem igazan tudjuk, hogy hol van az
igazi érték, és az se, ha nagyon kis biztonsaggal tudjuk, hogy igen pontosan hol
van.. A 95% egy tipikus, gyakorlatban igen sokszor hasznalt kompromisszum ez
iigyben.

Nézziink erre is egy szamszerl példat! Folytatva elézé példankat, tudjuk, hogy
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X ~ N (u,02/n). Ebbél kévetkezik, hogy

X—p
oo/Vn

N(0,1),

azaz

—z@z:z— =P (2)—[1—®(2)] = z) —
P(osc 2 hcs) — 8 () = () =@ ()~ [ @ (3] =20 () -1

Ha ezt a valdszinliséget (1 — «)-nak vélasztjuk (a megbizhatésdgi szint fenti
értelme miatt), akkor kapjuk, hogy ®(z) = 1 — ¢ azaz z = &' (1—%).
Erre a mennyiségre bevezetve a 2z a jelolést, rogton lathatd, hogy a
f— 2 g %,u +2_a U—\/%] tartomanyba 1 — o valészintiséggel esik X. Ezt
nevezhetnénk ,deduktiv statisztikanak’’, hiszen itt a sokasagot tekintettiik
ismertnek, és ez alapjan kovetkeztettiink a minta viselkedésére.

Atrendezve ,kapjuk’’ a minket érdekld az induktiv statisztikét:

y—/,& o - UO - UO o
[P(—Zlg <0'0/\/E<Zlg> —1—Oé=>|P<X—Zlg\/ﬁ <M<X+217%% =1l—a.

Ekkor a konfidenciaintervallum immaéar egy konkrét mintara a fenti alapjan:

_ Oy 99

$7217%%,$+217%% .
Tipikusan a = 0,05, amint mondtuk, ekkor 1 — o = 95%-0s konfidenciainterval-
lumrél beszéliink.

Nagyon fontos megfigyelni, hogy csak mintavétel eldtt vannak valdszinliségi
valtozdk (,nagy betiik™), utdna mar nem (,kis betlik’) — ezért hasznéltuk a
megbizhatésdg szét a valdszintiség helyett. Mintavétel utdn ugyanis mar nem
tehetiink olyan kijelentést, hogy a megkonstrualt CI 95%-os ,valésziniiséggel”
tartalmazza a valddi, sokasagi paramétert, hiszen ha mar egy realizalédott min-
ta van a keziinkben, akkor elvileg akéarhol lehet a valédi érték, errdl semmi
kozelebbit nem tudunk mondani. Val6sziniiséget csak a (szlikségképp képze-
letbeli) ,ismételt mintavételi’’ értelemben tudunk behozni a feladatba, ezért
hasznaljuk megkiilonboztetésiil a megbizhatésag szot. Igy kell érteni, hogy a
konfidenciaintervallum jellemzi, hogy ,hol lehet’’ a valédi (sokasdgi) paraméter.

A sziiletési tomegek 95%-os konfidenciaintervalluma [2840,0-3049,2] gramm.
(Megjegyezziik, hogy ez a fentitdl kissé eltéré modszerrel késziilt, ami tekintettel
van arra is, hogy itt most — szemben a fenti példaval — nem ismerjiik a priori
a sokasig szérasat.) Ez azt jelenti, hogy a legjobb tippiink a sziiletési tomeg
sokasagi varhato értékére a 2944.5873016 gramm, de azt is tudjuk ezen feliil
mondani, hogy bar ez csak bizonytalan tipp (hiszen a becsilt érték mintarél-
mintéra ingadozik), de 95%-o0s megbizhatdsdggal azért kijelenthetd, hogy nem
kisebb a keresett, ismeretlen sokasigi varhaté érték mint 2840,0 gramm és nem
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nagyobb mint 3049,2 gramm. (Amit Ggy értiink, hogy azt becsiiljiik, hogy ha a
sokasagbol 100 mintat vennénk, és mindegyikbél ugyanigy megkonstrudlnank
a konfidenciaintervallumokat, akkor varhatéan 95 esetben tartalmazna a CI a
valédi, sokasdgi értéket.) Erdemes megfigyelni, hogy a konfidenciaintervallum két
végpontja szimmetrikus a pontbecslésre; ez a varhaté érték becslésére jellemzo,
de més paramétereknél nem feltétlenil van igy.

Itt is hasznos mindezeket egy szimuldcidval szemléltetni (4.3. dbra).

SimData <- data.frame( idx = 1:100, CI = t( replicate( 100, TeachingDemos::z.test( rno:
Hmisc: :Dotplot( idx ~ Hmisc::Cbind( NA, CI.1, CI.2 ), data = SimData, abline = list( v

100 =

60 — -

40 -

65 70 75

4.3. dbra. Konfidenciaintervallumok szemléltetése szimuldciéval.

4.3. Hipotézisvizsgalat

Az induktiv statisztika masik nagy dga a hipotézisvizsgalat. A hipotézisvizsgalat
nagyon sok szempontbdl a becsléselmélet, ezen beliil is az intervallumbecslés
elméletének ikertestvére (ami ekvivalens, csak dtfogalmazottan felirt egyenletekre
vezet), mégis, sajit szohaszndlata, fogalomkore, és hatalmas gyakorlati jelentésége
indokolja, hogy kiilon targyaljuk.

Amig a becsléselmélettdl azt vartuk, hogy nyilatkozzon egy szamunkra ismeretlen
jellemzorol, addig a hipotézisvizsgédlat esetében van elozetes elképzelésiink a
jellemz6 értékérdl (példaul, hogy egy adott szdmmal egyenld) — csak épp nem
tudjuk, hogy ez igaz-e. Ha az el6zetes feltevésiink mintara vonatkozna, akkor
nem is volna semmi probléma: kiszamitjuk a jellemz6t a mintabol, és megnézziik,
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hogy teljesiilt-e a feltevésiink. Mivel azonban a feltevés a sokasdgra vonatkozik,
igy megint csak visszatérunk oda, hogy errdl biztos dontést hozni lehetetlen
minta alapjan — de valészinliségit lehet. Nem tudjuk megmondani, hogy a
sokasag atlagos testtémege 70 kg-e, ha a mintabeli dtlag 65 kg... de meg fogjuk
tudni mondani (egyéb mintaadatok felhasznéldsdval), hogy mennyire hihetd,
hogy 70 kg a sokasigi atlag. Erre szolgal a hipotézisvizsgalat. Mar most fontos
megjegyezni, hog a hipotézisvizsgalat logikdja bizonyos szempontbdl forditott:
az elébbi kérdés ellentétére keresi a valaszt, arra, hogy ha 70 kg lenne a sokasdgi
atlag, akkor mennyire lenne valészinti, hogy ettdl olyannyira eltér6 eredményt
kapunk, mint a 65 (vagy anndl is kisebb). Ha nagyon, akkor azt mondjuk, hogy
,minden bizonnyal’” nem 70 kg volt az atlag.

A problémat nyilvan az adja, hogy — maradva a fenti példandl — nem tudhatjuk,
hogy mi okozta ezt az 5 kg kiilonbséget. Valéjaban tényleg 70 kg a sokasag
atlaga, csak a mintavételi ingadozas jatéka miatt pont olyan mintat fogtunk ki,
amiben picit kisebb volt az atlag, vagy ez az 5 kg kiillénbség olyan nagy, ami
talmutat a mintavételi ingadozéason, és azt kell feltételezniink, hogy a hatterében
sokasdgi hatds (is) van (tehat, hogy a sokasigi dtlag kisebb mint 70 kg)...?

Amint a fentiekbdl is kideriilt, a hipotézisvizsgalat mindig a sokasdgra megfo-
galmazott allitasbdl indul ki. Valéjdban nem is egy, hanem rogton két allitast
haszndl a hipotézisvizsgalat; neviik nullhipotézis (H,) és ellenhipotézis (H;) me-
lyek jellemzben egymas komplementerei. (Azaz egymadst kizarjak, de a kett&bél
valamelyik biztosan fennall.) A fenti példat igy irhatnank:

Hy = p=po
Hy o po

gy, hogy 11=70 kg.

Amit fontos észben tartani, hogy hipotézisvizsgdlatndl az erés déntés mindig
az elutasitas tud lenni, ezért a legtobb préba tgy van megszerkesztve, hogy a
szakmailag ,izgalmas’’ §llitds, a tudomdnyos névum (hatdsos a gyogyszer, van
eltérés a laboreredményben stb.) az ellenhipotézisbe keriiljon. Pontosan emiatt
az elutasitas esetén nagyon gyakran — szinonimaként — azt mondjuk, hogy a
,proba szignifikans’’.

A hipotézisvizsgélat kozponti eszkoze a prébafiiggvény (vagy més széval teszt-
statisztika). Az egész eszkozt egylitt tesztnek vagy prébanak nevezzik. A
prébafiiggvény a mintaelemek fiiggvénye, ilyen médon a prébafiiggvénynek is
eloszlasa lesz. Es itt jon a kulcs: a prébafiiggvényt tgy vélasztjuk meg, hogy
H,, fennélldsa esetén valamilyen pontosan ismert eloszlast kovessen; ezt szokas
nulleloszldsnak is nevezni. Természetesen a probafiiggvény konkrét értéke fiiggeni
fog a mintaelemektél, de az eloszldsa nem fiigghet ettél (sem mas, ismeretlen
paramétert6l, ha volna ilyen).

Hogy megértsiik, hogy ez miért lesz alkalmas a hipotézisparrol torténé (valdszi-
niiségi) dontéshozatalra, nézziink egy konkrét példat. Folytatva az elézd példét,
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tegyiik fel, hogy sokasdgunk eloszldsa normalis, ismert szérdassal. Amint mér
megbeszéltiik, ekkor X =~ N (u,0/n). Ez tehdt a mintaelemek fiiggvénye, és
elvileg probafiiggvénynek is nevezhetd, mert ha érvényesitjiik rajta Hy-t (azaz H-
t igaznak fogadjuk el), akkor azt kapjuk, hogy X =~ N (u,03/n), ami valéban
mar nem fligg ismeretlen paramétertol. Ezzel, és a technikailag szintén megfelel6
X —py~N (0, Jg/n)—nel is az a gyakorlati baj azonban, hogy nagyon nehézkes
lenne a hasznélatuk, hiszen bar a nulleloszlas ismert, de minden py-ra, oy-ra és
n-re mas és mas — azaz ezektdl fiiggden minden egyes hipotézisvizsgalathoz el6
kéne keresni az adott eloszlast.

X—nqg
a/vn
(jele altalaban Z)! Ez méar minden szempontbdl tokéletes lesz, hiszen nulleloszldsa

N (0,1), azaz minden paramétertdl fliggetlentil ugyanaz; egyetlen eloszldssal
elvégezhet6 az Osszes ilyen tipusu hipotézisvizsgalat e korilmények kozott.

A X — 1y azonban mar mutatja az utat: probéalkozzunk a probafiiggvénnyel

Foglaljuk 6ssze hol tartunk! Konstrualtunk egy olyan fiiggvényét a mintaelemek-
nek, melynek ismerjiik az eloszlasiat ha fennall a nullhipotézis. Ki tudjuk azt is
szadmolni, hogy mennyi ennek a prébafiiggvénynek az értéke a konkrét (realiza-
16dott) mintdnkbol; ezt szokéds empirikus értéknek (z,,,) is nevezni. Innentdl
ugy okoskodhatunk: biztos dontést lehetetlen hozni (ez az el6bbi példdn nagyon
jol 1atszik: a NV (0,1) nulleloszlds tartdja az egész szamegyenes, tehdt még ha
fenn is all a nullhipotézis, elvileg akdrmilyen szam realizalédhat beléle, az elvileg
barmilyen szam lehet a mintabdl kiszamitott prébafiiggvény értéke, azaz zemp),
de mégis, mennyire hihetd, hogy a szaggatott vonallal jelolt érték a folytonosan
behtizott eloszlasbdl realizdlédott a kovetkezd esetekben (4.4. dbra).
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4.4. dbra. A hipotézisvizsgalat alapgondolatdnak szemléltetése.

Erezhetd, hogy bér elvileg mindkettd eléfordulhat, de a bal oldalit hajlamosak
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vagyunk elhinni, a jobb oldalindl viszont épp ellenkezbleg, hajlunk arra, hogy
azt gondoljuk, hogy az empirikus érték valéjaban mas eloszlasbol realizalédott.
Noha elvileg a bal oldali is johet mas eloszlasbol, és a jobb oldali is ebbdl — ezért
a bizonytalan megfogalmazasok, mutatva, hogy ezek csak valosziniiségi allitasok.

Precizebben megfogalmazva: az kicsi valdsziniiségli esemény (N (0, 1) eloszlds
esetén), hogy +3-on kiviil szdmot kapjunk. Ha mégis ilyen érték jon ki, akkor
joggal kérddjelezziik meg, hogy a prébafiiggvény ilyen eloszlast kovetett — mér-
pedig, ha fenndll a nullhipotézis, akkor ilyen eloszlast kellett kovetnie, igy méas
széval mi most arra kdvetkeztettiink, hogy nem all fenn a nullhipotézis!

Ez persze bizonytalan déntés, és itt jol latszik ennek az oka: nagyon is kijohet 4-3-
on kiviil szam még akkor is, ha fennall a nullhipotézis, s6t, ennek a valdsziniisége
akdr szdmszertien is meghatarozhaté (® (—3) + [1 — @ (3)] ami kb. 0,27%). Ha
a 43-on kiviili tartomanyra mondjuk az, hogy ide esé empirikus tesztstatisztika
esetén ,mAr nem hissziik el’’, hogy fenndllt a nullhipotézis, akkor pontosan 0,27%
valdszintiséggel fogunk hibas déntést hozni: ekkora a valdsziniisége ugyanis, hogy
fenndlld H,, esetén is ilyen extrém tesztstatisztika jojjon ki.

Ha ez szamunkra tal nagy, akkor megtehetjik, hogy mondjuk csak a 4+4-en
kiviili értékeket tekintjiik ,, gyantsnak’’ — csakhogy ekkor a valddi kiillonbségek
felderitését is megnehezitjiik.

Az tehdt egy kompromisszum eredménye, hogy ,hol hizzuk meg a hatart’’. A
gyakorlatban ezt gy hajtjuk végre, hogy az eloszlas legextrémebb, tehat a
nullhipotézis fennalldsa esetén vart értéktol legtavolabb esé részein (a mostani
példdnkban: mindkét szélén szimmetrikusan) kijeloliink egy olyan tartomanyt,
melynek egy adott, kicsi érték (jele o) a valészintisége3. Més széval azt mondjuk,
hogy ebbe az intervallumba elvileg ugyan eshet egy realizalédott érték akkor is,
ha a nulleloszlas fennall, de ennek olyan kicsi a valdsziniisége, hogy ezt mar nem
tartjuk hihetének (hivatkozva arra, hogy ez a tartomény fekszik a legtdvolabb
nullhipotézis fennéllasa esetén vart értéktdl). Tokéletesen latszik azonban, hogy
csak bizonytalan déntést tudunk hozni: ez a kijelentésiink automatikusan az
esetleges hibazas elfogadasat jelenti — nagyon is tudjuk, hogy ebbe a tartomanyba
eshet a realizdlédott érték a nulleloszlds fennallasa esetén is, mi mégis azt
mondjuk, hogy ekkor mar nem hissziik el a nullhipotézist. Mivel a normalis
eloszlas tartoja az egész szamegyenes, igy egyértelmii, hogy ennél jobbat nem
tudunk tenni, valahol korlatot kell hiiznunk.

Ilyen moédon kijeloltiik, hogy milyen empirikus tesztstatisztika-értékek esetén
fogadjuk el a nullhipotézist (elfogadési tartoméany), és milyenek esetén nem
(elutasitasi (vagy kritikus) tartomdany). Lithaté, hogy a tartomédnyok helyét
az « valésziniliség szabja meg, ennek a valdszinliségnek a neve: szignifikancia-
szint.

3Egy tartomany valészintisége alatt most azt értjiik, hogy adott eloszlas mellett mekkora,
annak a valdsziniisége, hogy az eloszlasbdl realizdlédott érték a tartoményba esik, azaz mennyi
a slirliségfiiggvény integralja a tartomany felett.
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Ebben a feladatban a tul magas és a til alacsony tesztstatisztika érték is ugyan-
ugy az elvetés irdnyaba mutat?, igy az elfogaddsi tartomanyt valéban a nulldra
szimmetrikusan jeloljiik ki. Ha példaul azt mondjuk, hogy a szignifikanciaszint
5%, azaz a legextrémebb 5%-nyi teriileten utasitsunk el, akkor azt igy tehetjik
meg, hogy a nulleloszlas als6 és a fels6 szélén is 2,5-2,5%-nyi valdszintiséget
vagunk le. Ezeket a ,szétviagdsi pontokat’’, melyek az elutasitasi és az elfoga-
dési tartoményokat hataroljak, kritikus értékeknek szokas nevezni. Mivel a
nulleloszlas ismert, igy ezek konnyen szamszerlisithetoek is mint a 0,025-6s és
a 0,975-0s kvantilisei az eloszldsnak; példdul o = 5%-ra a két kritikus érték a
¢, = —1,96 alsé kritikus érték és a ¢, = +1,96 felsd kritikus érték.

Mindezeket osszefoglaléan szemlélteti @Qaref(fig:hiptartomanyok). dbra, a =5 és
a = 1%-os szignifikanciaszintekre.
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4.5. abra. A hipotézisvizsgdlat dontésének szemléltetése két szignifikanciaszint
mellett.

Amint arra mar utaltunk is, a beallitasaval a hipotézisvizsgalatban elkévethetd
kétféle hiba kozott egyensiulyozunk. Az egyik tévedési lehetGség, hogy fennall
a nullhipotézis, mi mégis elvetiink (ennek neve els6faji hiba; a valészinlisége
felett nagyon is erds kontrollunk van, hiszen az épp «/); a mdsik hibézasi lehetdség,
hogy elvethetnénk a nullhipotézis, mi mégis elfogadunk (ennek neve mésodfajia
hiba, a valészintiségét [S-val szokas jelolni; S értékét nem tudjuk jél kézben
tartani, hiszen attdl is fiigg, hogy konkrétan milyen ellenhipotézis all fenn,
amit dltaldban mi sem tudhatunk). Ha a-t noveljiik (,,beljebb hizzuk’’ a
kritikus értékeket, noveljiik az elutasitasi, csokkentjiik az elfogadasi tartomany
méretét), akkor megemeljiik a téves elutasitds, és lecsokkentjiik a téves elfogadds
valdszinliségét, ha a-t cstkkentjik (,kijjebb toljuk’’ a kritikus értékeket, noveljitk
az elfogadasi, csokkentjiik az elutasitdsi tartomany méretét), akkor megemeljiik a
téves elfogadds, és lecsokkentjiik a téves elutasitds valoszinliségét. Az a = 5% egy
tipikus kompromisszum a kétféle hibazas kozott. Kiegészitésként megjegyezziik,
hogy (1 — f)-t a préba erejének szokds nevezni (hiszen azt mutatja meg, hogy

4Ez nem sziikségszerfi, a hipotézispéar fiiggvényében léteznek tn. egyoldali prébak is, de
ezzel most nem foglalkozunk.
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ha a val6sdgban nem &ll fenn a nullhipotézis, akkor azt mekkora valészintiséggel
fogjuk detektalni).

A fentiekbdl is érezhet6, hogy egy préba eredményének olyan formaban térténd
megadésa, hogy ,,5%-on szignifikins’’ nem a legszerencsésebb, hiszen rogtén
adédik a kérdés: vajon 1%-on is szignifikdns lett volna? Es 0,1%-on? Nem
mindegy, hiszen egy olyan eredmény, mely 5%-on szignifikdns, de 4%-on nem,
sokkal nagyobb bizonytalansag, mint egy olyan, ami 0,1%-on is szignifikdns.
Megoldas lehetne a tesztstatisztika konkrét értékének megaddsa, ez azonban
gyakorlati szempontbdl nehézkes, hiszen igy minden esetben meg kéne nézni,
hogy mi a nulleloszlds (hiszen a tesztstatisztika empirikus értékét muszaj ahhoz
viszonyitani). Eppen ezért a mai gyakorlatban inkabb azt adjdk meg, hogy
melyik lenne az a szignifikanciaszint, ami mellett a tesztstatisztika empirikus
értéke épp az elutasitas és az elfogadas hatara keriilne. Ennek neve: p-érték
(vagy empirikus szignifikanciaszint). Példdul, gondoljuk azt, hogy prébank 5%-on
elutasit. Ekkor elkezdjiik az a-t csokkenteni (ezzel kijjebb hiizzuk a kritikus
értékeket, bovitjitk az elfogaddsi, sziikitjik az elutasitasi tartomény). Elérjiik a
4%-ot, az empirikus tesztstatisztikdnk még mindig az elutasitési tartomanyban
van, tovabb csékkentjiik az a-t, és igy tovabb... mig nem egyszer csak azt vessziik
észre, hogy mondjuk 2,31%-on még elutasit a teszt, de 2,29%-on mar nem. Ekkor
azt mondjuk, hogy a teszt p-értéke 2,3%.

A p-érték tehdt nem mds, mint a szignifikanciaszint akkor, ha a megfelelé (alsé
vagy fels6) kritikus értéket a tesztstatisztika empirikus értékének helyére he-
lyezziik 4t. (A mésikat pedig, értelemszeriien, az ellentétére, hiszen a kritikus
értékek ebben ez esetben — ahogy méar megbeszéltiikk — szimmetrikusak.) Ebb&l
az is kovetkezik, hogy a p-érték szamszertien a nulleloszlas integralja az empiri-
kus tesztstatisztikatél extrémebb irdnyba (illetve ennek kétszerese), ugyanugy,
ahogy az « is — definici6 szerint — a nulleloszlas integralja a kritikus értékektol
extrémebb irdnyokba (és itt, ahogy megbeszéltiik, a kritikus érték szerepét az
empirikus tesztstatisztika jatssza). Ennek meghatdrozdsa tehdt manapsdg mar
szamitastechnikai szempontbdl is problémamentes.

Vilagos, hogy p-érték az elvetésben valé bizonyossagunkat fejezi ki. Ez az ered-
ménykozlés azért rendkiviil praktikus, mert — szemben az el6zéekkel — az olvaséd
»elvégezheti maganak’’ a hipotézisvizsgalatot, és barmilyen szignifikanciaszinten
dontést hozhat. A p-értéknél magasabb szignifikanciaszinteken elutasitéds lesz a
dontés (ekkor bévebb az elutasitdsi tartomény, bele fog esni az empirikus teszt-
statisztika), a p-értéknél alacsonyabb szinteken pedig elfogadés (az elutasitasi
tartomdany szlikebb, az empirikus tesztstatisztika az elfogadasi tartoméanyba fog
esni).

Végezetiil egy fontos gyakorlati kérdésre hivjuk fel a figyelmet. Amint méar meg-
beszéltiik, az o azt mutatja meg, hogy egy adott proba mekkora valészinliséggel
ad téves jelzést. (Emlékezziink ré, hogy altaldban mi az elutasitdst keressiik!)
Igen 4m, de ha mi két probat végziink egymastdél fiiggetleniil dgy, hogy akkor is
talalatot deklaralunk, ha legaldbb az egyik teszt szignifikans lett, akkor valdja-
ban mar nem « valésziniliséggel kapunk jelzést akkor is, ha nincs hatds (egyik
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esetben sem), hanem 1 — (1 — ) valészintiséggel! (Hiszen a hibés jelzés annak
a komplementere, hogy mindkét teszt j6 dontés ad, mivel pedig fiiggetlenek,
ezek valoszinlisége Osszeszorzodik.) Ez pedig nagyon nem mindegy, a tipikus
a = 5%-ra ez a valdsziniiség mar 9,75%! Tehat valgjaban majdnem a nominélis
szignifikanciaszint kétszerese lesz annak a valészinlisége, hogy kapunk elutasitést
— mikozben a valésdgban nincs is hatas egyik esetben sem! Ezt a jelenséget
szokéds a-infliciénak nevezni. (A kétféle a-t pedig néha megkiilonboztetésiil
comparisonwise (a) a-nak illetve familywise (ay) a-nak nevezik. Az elébbi
annak a valdsziniisége, hogy egy teszt hibds jelzést ad (ez az eddig targyalt a),
az utobbi annak a valésziniisége, hogy tesztek egy csaladjabdl legaldbb egy lesz,
ami hibds jelzést ad.) Az Osszefiiggés a kettd kozott tehdt:

anl—(l—aC)k,

ahol k az elvégzett probak szama.

Azt a helyzetet, amikor egymadssal parhuzamosan tobb, egymastol figgetlen
hipotézisvizsgalatot futtatunk (és vagylagosan keresiink szignifikdns eredményt),
t6bbszoros 6sszehasonlitasok helyzetének szokas nevezni.

A dolog azt sugallja szamunkra, hogy ha sok tesztet végziink parhuzamosan, akkor
valamit tenni kell az ellen, hogy ne taldljuk tal knnyen fals elutasitasokat. A
legegyszerlibb megoldés, ha a tesztenkénti (comparisonwise) szignifikanciaszintet
lecsokkentjiik. Példdul, az in. Bonferroni-egyenl6tlenség szerint 1—(1 — a)k <a
k, ezért durva becsléssel gy korrigalhatjuk a szignifikanciaszintet, hogy elosztjuk
a célszintet az elvégzett hipotézisvizsgalatok szamaval. Ez garantalja, hogy a k
teszt elvégzését egyiittesen tekintve sem lehet a kit(izott szignifikanciaszint feletti
az els6faju hibédk aranya.

A modszer hatranya, hogy tul drasztikus: annyira megneheziti a nullhipotézis
elvetését, hogy a valos kiilonbségek is el fognak veszni’’. Vannak mddszerek,
melyek ezt enyhitik (pl. Holm-Bonferroni-korrekcid), illetve melyek teljesen més
elven préobaljék elérni az a-inflicié enyhitését (pl. FDR). Ennek a kérdéskornek
példaul a microarray adatok kiértékelése kapcsan (ahol elképeszté mennyiségli
tesztet kell fiiggetleniil végezni) nagyon megnétt a jelentésége; ettdl eltekintve
azonban az orvosok altaldban nem viszik tilzdsba a védekezést ez ellen...

Itt hivjuk fel a figyelmet az Gn. szignifikanciavadaszat jelenségére. Ez lénye-
gében nem més, mint a tobbszoros osszehasonlitasok helyzetének rosszindulata
kiaknézdsa inkorrekt kovetkeztetésre. A szignifikanciavadaszat jelenségét inkabb
egy példaval illusztraljuk: tegyiik fel, hogy bizonyitani akarjuk, hogy a hétfon és
kedden sziiletett emberek laboreredményei k6z6tt szignifikans eltérés van. Bar ez
ranézésre lathaté mdédon abszurdum, a fentiek kihasznalasaval tulajdonképpen
nem is nehéz bizonyitani: manapsidg mar a rutinszeriien vizsgalt laborpara-
méterek szdma is eléri a 20-30-at, igy nincs méas dolgunk, mint mindegyiket
osszehasonlitani! Természetesen valds kiilonbség sehol nem lesz, de mivel 5% va-
16szinliséggel mindegyik adhat téves jelzést, igy 30 k6zott mar az lenne a meglepd,
ha nem kapnank egyetlen elutasitast sem. Ha a vizsgalatot — korrekt moédon —
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tgy publikdljuk le, hogy 6sszehasonlitottunk 30 laborvaltozét 5%-on, és koztlik
1 esetben, az XYZ-nél szignifikans kiilonbséget talaltunk, akkor mindenki rogton
tudni fogja, hogy mi tortént (azaz, hogy nem jelenthetjiik ki, hogy taldltunk
barmit is). Igen 4m, de ha inkorrekt médon jatszunk, akkor azt tessziik, hogy
a cikket gy irjuk meg, hogy mi eldére tudtuk, hogy XYZ-ben lesz kiilonbség
(mert van egy ragyogé korélettani modelliink, mely az XY7Z termelését a sziiletés
napjaval hozza Gsszefliggésbe), és ezért célirdnyosan XYZ-t leteszteltiik, és 1lam:
valéban szignifikdns kiillonbséget is kaptunk...! Ezzel szemben nehéz védekezni,
hiszen magébdl az eredménykozlésbdl nem lehet rédjonni, hogy mi tortént (de
természetesen a vizsgdlat reprodukcidja azonnal lebuktatja a csaldst).

Zarasként részletesebb indoklas nélkiil felhivjuk harom Osszefiiggésre a figyelmet.

1. Nagyon fontos gyakorlati probléma, hogy adott feladat vizsgalatara konk-
rétan melyik prébat hasznaljuk. Ez kozel sem trivialis kérdéskor, ugyanis
a feladat 6nmagédban még nem determindlja a probat: sok feladat van,
amire akar tucatnyi kiillonb6z6 proba is elérhets; ezek tipikusan az elo-
feltevéseikben kiilonboznek. (Azaz, hogy milyen a priori megkotésekkel
élnek a sokasdgra vonatkozdan.) Ennek kapcsdn arra hivjuk fel a figyelmet,
hogy egyrészt ha egy proba eléfeltevései nem teljestilnek, de mi mégis alkal-
mazzuk, akkor nem garantalt, hogy valid végeredményt kapunk, masrészt
viszont a tobb elbfeltevésre épité probdaknak altalaban kisebb az erejiik.
A tanulsag, hogy mindig annyi el6feltevésre épité préobat haszndljunk,
amennyit tudunk, se tobbet se kevesebbet: amely el6feltevésekrol tudjuk,
hogy teljesiilnek (a priori!) azokat épitsiik be a prébavélasztasba... de
tobbet ne.

2. Rogton itt érdemes megjegyezni, hogy — bar egyes statisztikai programcso-
magok notoériusan az ellenkez6jét sugalljak — elvileg nem illik az alapjan
donteni, hogy milyen probat hasznalunk, hogy az eléfeltevéseit ugyanazon
mintan egy mdsik probaval leellenérizziik. Ezért hangsulyoztuk az el6bbi
pontban, hogy a feltevésekrdl a priori kell donteniink (korabbi eredmény,
mésik mintdn végzett teszt stb. alapjin).

3. Végiil felhivjuk a figyelmet, hogy egy préba erejét 6nmagaban ndveli a
nagyobb mintanagysdg. Pontosan ezért a klasszikus mondas szerint: ,kis
hatas kimutatasdhoz nagy minta kell, nagy hatashoz elég a kisebb minta
is!””.

Mutatunk egy példat a hipotézisvizsgalat alkalmazasara is: vizsgaljuk meg
azt a kérdést, hogy a dohanyz6 anyak jsziilotteinek sziiletési tomege eltér-e a
nemdohdnyzé6 anyak ajszilotteitél!

Az els6 kérdés, hogy mit értiink az alatt, hogy ,eltér’’. Ezt tobbféleképp is
lehetne operacionalizalni, most maradjunk anndl a — kézenfekvo, és klinikailag is
relevdns — megkozelitésnél, hogy a varhaté sziiletési tomegiik kisebb-e. (Tehét a
kérdést a varhaté értékek egyezésére hegyezziik ki, nem az érdekel minket, hogy
példaul a szérisa a sziiletési tomegeknek eltér-e a két csoportban.)

Az adatbazisban 115 nemdohédnyzé és 74 dohdanyzd anyatdl szdrmazd Gjszilott
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van. Gyorsan kiszamolhatjuk, hogy az el6bbi csoportban az Gjsziilottek atlagos
sziiletési tomege 3055,7 gramm, mig az utdbbiban 2771,9 gramm. Mondhatjuk
akkor, hogy a dohanyzo6 anyak Gjsziilottjei kisebb tomegiiek? Természetesen nem!
Ez ugyanis csak annyit mondott, hogy a mintdban kisebb a témegiik, de minket
természetesen nem a konkrét minta érdekel, hanem a sokasdg! Kijelenthetjiik
ez alapjan, hogy a sokasagban is kisebb a dohanyz6 anyak jsziilottjeinek a
varhato sziiletési tomege? Nem, a helyzet nem ilyen egyszer(i: elképzelhetd, hogy
mindkét csoportnak ugyanannyi (a sokasdgban!) a varhaté sziiletési tomege,
csak épp pont olyan mintét vettiink, amiben a dohdnyz6 anydknél ez kisebb. (Ez
természetesen tokéletes mintavétel esetén is el6fordulhat — mintavételi ingadozas,
ugyebdr!) S6t, akar az is lehet, hogy épp a dohdnyzé anydk ujsziilottei nagyobb
sziiletési stulytak varhatbéan, csak a mintavétel 6rdoge az 6 csoportjukbdl pont
kicsi, a nemdohanyz6 csoportbél meg nagyobb Ujsziilotteket dobott ki.

A kérdésrol tehat biztosat nem lehet mondani — de statisztikai probaval valdszi-
niségi kijelentést tehetiink. Els6ként donteniink kell arrél, hogy milyen prébat
alkalmazzunk. Ennek a részletei szamunkra most nem fontosak, a lényeg csak a
végeredmény: a kortilmények (két fliggetlen csoport, ardnylag nagy mintanagy-
ség mindkét csoportban, a priori nem ismert sokasagi széras) a vdlasztdsunk
az un. Welch-prébara esik. Ennek nullhipotézise, hogy a két csoport varhato
értéke kozott nincs kiilonbség, ellenhipotézise, hogy van, a két varhaté érték nem
egyezik.

Végezziik el a probat:

t.test( bwt ~ smoke, birthwt )
##

## Welch Two Sample t-test

#it

## data: bwt by smoke
## t = 2.7299, df = 170.1, p-value = 0.007003

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O

## 95 percent confidence interval:
##  78.57486 488.97860

## sample estimates:

## mean in group O mean in group 1
#H# 3055.696 2771.919

A p-érték: p = 0,007, ez minden szokasos szignifikanciaszintnél kisebb (még az
1%-ot sem éri el), igy kijelenthetjiik: a varhatd értékek egyezésére vonatkozd
nullhipotézis minden szokésos szignifikanciaszinten elvethetd, azaz minden szoka-
sos szignifikanciaszinten kijelentheté, hogy a két csoport (sokasdgbeli!) varhatd
értéke kozott kiillonbség van. (Azaz: a mintdban tapasztalt kiilonbség olyan
nagy (a minta egyéb jellemzdit is figyelembe véve), hogy az mar tdlmutat a
mintavételi ingadozas hatasan, nem hihetd, hogy betudhaté pusztan a mintavételi
ingadozas hatasdnak. Azt kell feltételezniink, hogy mogotte sokasdgi hatds (azaz
sokasdgban is eltérd varhat6 érték) van.)
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Mindezt roviden ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a kiilonbség szignifikdns, még
mas széval, hogy a két csoport kozott lényeges kiilonbség van. (Ebben a kontex-
tusban a ,lényeges’’ statisztikai értelemben szignifikdnsat jelent.) Ez a jé pont
arra, hogy felhivjuk a figyelmet a kiilénbségre a — most definidlt — statisztikai
szignifikancia és a — koznapi értelmil — klinikai szignifikancia k6zott. E kettot
mindig szigorian kiillonboztessiik meg egymastél! A kéznapi szohasznalatban a
slényeges kiilonbség’’ alatt ugyanis azt értjiik, hogy a targytertleti (esetiinkben:
orvosi) skaldn mi bir jelentéséggel. 1 grammal nagyobb sziiletési tomegnek
semmi (klinikai) jelentésége (nem gondol az orvos mds klinikai helyzetre, nem
rendel més vizsgdlat, mas kezelést stb.), 500 grammnak nagyon is lehet. A
statisztikai szignifikancia viszont teljesen mdst mér: azt, hogy mennyire hihetd,
hogy a kiilénbség betudhaté a mintavételi ingadozasnak! Adott esetben lehet 500
gramm killonbség is (statisztikailag) inszignifikdns (ha nagy a szérds, vagy kicsi
a mintanagysdg), és lehet 1 gramm kiilonbség is (statisztikailag) szignifikins (ha
kicsi a szérds, vagy nagy a mintanagysag).

Biztos ez a dontés? Természetesen nem! Bér a p-érték nagyon alacsony, de mivel

nem nulla (soha nem is lehet az), {gy épp azt mutatja, hogy a dontésiinkben
mekkora bizonytalansag van — mert van benne.
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